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Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


XIX. 
Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Februar 1908. 


I. Ueber Bindungsauflôsung unter Wasseraddition bei 
Terpenverbindungen. 


Der Hydratationsvorgang ist eine der längst bekannten Er- 
scheinungen, welche man bei Terpenverbindungen beobachtet hat. 
Die Überführung von Pinen in Terpineol und in Terpin, von 
Kampfer in Isoborneol, die Môglichkeit von Verbindungen wie Bi- 
hydrocarveol, Bihydrocarvon, Carvon durch Behandlung mit Säuren 
Wasser anzulagern: das alles sind allgemein bekannte Reaktionen. 

Trotzdem fehlt es aber vüllig an systematischen Ver- 
suchen, welche über den Verlauf solcher Wasseradditionen und 
namentlich über die wechselnde Leichtigkeit, mit der sie 
bei verschieden gebauten Verbindungen erfolgt, Rechenschaft geben 
kôünnten. 

Solche Versuche waren allerdings auch nicht eher von ak- 
tueller Bedeutung, bis in Verbindungen von genügend aufgeklärter 
Struktur geeignetes Beobachtungsmaterial vorlag. 

Das ist nun jetzt der Fall und ich müchte nachstehend eine 
Gruppe von Beobachtungen über den Verlauf der Hydratation mit- 
teilen, zu deren richtiger Deutung Folgendes vorauszuschicken ist. 

Die Versuche hatten zum Zweck verschiedene Verbindungen 
bezüglich ihrer Fähigkeit, Wasser additionell aufnehmen zu kôünnen, 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Kiasse, 1908. Left 1. 1 
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zu vergleichen. Daher muften sie unter môglichst gleichen 
Bedingungen angestellt werden. Als Hydratationsmittel wurde 
wässerige Schwefelsäure in groBer Verdünnung (3—5 °) 
gewählt und die Reaktion bei gewôhnlicher Temperatur 
durchgeführt. Hochprozentige Säure und Erwärmen wurde ver- 
mieden, da unter diesen Verhältnissen die Schwefelsäure bekannt- 
lich auch Wasser abspaltend wirkt und daher einerseits die 
Reaktion rückläufig werden, audererseits sie das Eintreten von 
Isomerisationen erleichtern kann. 

Die verdünnte Säure wurde gegenüber der zur Verwendung 
kommenden Substanz im grofen VolumüberschuB gewäblt. Das 
Gemisch wurde auf der Schüttelmaschine, je nachdem, Stunden 
oder Tage lang durchgeschüttelt. Dann wurde das Produkt unter 
Abküblung durch vorsichtige Neutralisation mit Alkali von der 
Säure befreit. Falls daf angewandte Material mit Wasserdampf 
flüchtig ist, dagegen das Hydratationsprodukt nicht, so ist die 
Trennung sehr einfach. Man entfernt eben das unveränderte 
Material durch Dampfdestillation und extrahiert den Rückstand. 
Sind beide Produkte flüchtig, so führt fraktionierte Dampfdestil- 
lation und darauf folgende Rektifikation des getrockneten Mate- 
rials zum Ziel. Bei nicht flüchtigen Verbindungen ist der Weg 
der fraktionierten Kristallisation, bezw. Extraktion einzuschlagen. 

Eine gewisse Ungleichheit der Versuchsbedingungen läft sich 
insofern überhaupt nicht vermeiden, als die Lôslichkeit der ver- 
schiedenen zur Anwendung kommenden Verbindungen in verdünnter 
Schwefelsäure häufig verschieden ist und diese verschiedene Lôs- 
lichkeit die Wasseraufnahme erleichtern oder erschweren kann. 
Daf die Lôslichkeit aber keineswegs ein allein ausschlaggebendes 
Moment bei der Wasseraufnahme vorstellt, geht schon daraus 
hervor, daf in Wasser ziemlich gleich unlôsliche Kohlenwasser- 
stoffe, wie z. B. Pinen und Sabinen sich gegen den EinfluB der 
Säuren doch ganz verschieden verhalten und daBf umgekehrt bei 
Verbindungen, bei denen man das Eintreten einer Hydratation 
hätte bestimmt erwarten sollen (z. B. Nopinol), trotz ihrer Lôs- 
lichkeit in verdünnter Schwefelsäure eine Wasseraufnahme doch 
nicht eintritt. 

Als sehr beachtenswertes Resultat der folgeuden Versuche 
hat sich ergeben, daB der eigentlichen Hydratation in manchen 
Fällen eine Bindungsverschiebung vorhergeht. Das er- 
läutern folgende Beispiele: Sabinenhydrat gibt unter Wasserauf- 
nahme Terpinenterpin, aber nicht direkt, sondern als isolier- 
bares primäres Produkt erhält man aktives Terpinenol (4): 


1x 
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CHs OH CH: CH: OH 
Nu ae KC / 
MA ta 
A 
Ds OH 
Cs3H CsH7 CsHr OH 


Sabinenhydrat Terpinenol  Terpin (Smp. 137°). 


Entsprechend liefert Pinenhydrat nicht unter Ringsprengung 
und Wasseraufnahme direkt cis-Terpin, sondern primär ent- 
steht aktives a-Terpineol: 


CHs OH CH: CH: 

pe m2 
RS Xe 7e ak 
D-( )-() 

HaC | , 


ps 
| 
COH(CH:} COH(CH:he. 
Pinenhydrat  a-Terpineol Terpin (Smp. 117°). 


Diese Beobachtungen waren sehr überraschend, denn man 
hätte annehmen sollen, daB bei der Wasseraddition an die ge- 
nannten gesättigten bicyclischen Alkohole der Drei- bezw. Vier- 
ring unter Aufnahme von HOH einfach gelôst werden würde und 
das Produkt müfte dann gleich im ersten Schritt ein unter den 
gegebenen Bedingungen beständiges inaktives Glycol sein. 

Da8 die Reaktion nicht so verläuft, sondern daB intermediär 
die Bildung der eben bezeichneten aktiven ungesättigten 
Alkohole') einsetzt, scheint mir nun für das richtige Ver- 
ständnis dieser und einiger verwandter Vorgänge sehr wesentlich 
zu sein. Es geht daraus nämlich deutlich hervor, da die gesät- 
tigten Alkohole, Sabinenhydrat und Pinenhydrat in Berührung 
mit, selbst sehr verdünnter, kalter Säure zunächst 1 Mol. Wasser 
abspalten und zwar deshalb, weil die OH-Gruppe besonders 
leicht mit dem tertiär gebundenen benachbarten H-Atom als 


1) Schon der Umstand, daB die Alkohole aktiv sind, schlieft die — auch 
sonst experimentell widerlegte — Annahme aus, daB die Alkohole sich erst 
sekundär aus vorher entstandenem Terpin gebildet haben künnten. 


1* 
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H2 O auszutreten geneigt ist. Die Beweglichkeit dieses Wasserstoff- 

atoms scheint etwa dem Methan-Wasserstoffatom im Triphenyl- 

methan zu entsprechen. Bei dieser Wasserspaltung entsteht dann 

aber intermediär ein quaternär gebundenes Kohlenstoffatom: 
CH: OH CH: 


7 4 


à 


CH 


H2 ; N 
al 
Le as 
H 
Das Eintreten einer solchen quaternären Bindung setzt nun 
augenscheinlich die Stabilität des sich anschlieBenden Drei- 
und Vierringsystems ganz auferordentlich herab, so daf 
im zweiten Schritt mit der grôBten Leichtigkeit unter Wasser- 
addition Ringsprengung erfolgt. Wenn man diese Interpre- 
tation acceptiert, so erklären sich die eben angeführten und eine 
ganze Reihe von Tatsachen, die nachher näher besprochen werden 
sollen, ganz ungezwungen. Im AnschluB an das Gesagte sei fol- 
gendes schon vorweg bemerkt. Während das Sabinenhydrat sebr 
leicht bis zum Terpin aufgespalten werden kann, ist der ganz 
analog gebaute Homothujylalkohol 
CH 


Û 


8H. 


CH: 


NA 
. 
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ein gegen Säuren sehr beständiger Kôrper. In diesem Al- 
kohol hat das Hydroxyl eben eine ganz andere Stellung 
zur intracyclischen Bindung wie im Sabinenhydrat. Auf- 
fallend und scheinbar nicht im Einklang mit der gegebenen Deu- 
tung ist die relativ groBe Beständigkeit des Nopinols, im Ver- 
gleich mit der des Homonopinols (Pinenhydrats). 


H OH  CHs OH 


PANTÉ 
axe gré 


Nopinol Homonopinol. 


Dieser Unterschied kôünnte aber sehr wohl darin seine Be- 
gründung haben, da8 in sekundären Alkoholen das Hydroxyl 
viel fester gebunden ist als in tertiären und darum der die 
Reaktion einleitende Wasseraustritt viel schwerer erfolgt. 

Wie dem aber auch sei: die nachfolgenden Versuche haben 
unzweideutig ergeben, daB in bicyclischen Systemen die Orts- 
stellung bestimmter Elemente (wie Sauerstoff) oder Radikale 
(OH, CHs), oder Doppelbindungen auf die Leichtigkeit der 
Ringsprengung unter Wasseraufnahme von bestim- 
mendem Einfluf ist. Das stimmt übrigens ganz mit Erfah- 
rungen, welche W. H. Perkin gelegentlich von Versuchen über 
die Beständigkeit der verschiedenen Ringsysteme den Halogen- 
wasserstoffsäuren gegenüber gemacht hat und die ihn zu 
dem Schlu8 führten!): ,that the stability of the cyklopropane and 
cyklobutane rings depends to a much greater extent on the nature 
and position of the groups attached to the ring, than to the 
number of carbon atoms which the ring contains“. 


1) cf. Chem. Soc. Tr. 1907, 817. 
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L. Vergleichende Versuche über die Aufiësbarkeit des Vierrings 
unter Wasser-Addition bei Verbindungen vom Typus: 


4 
NE 


H OH 


1) Nopinol!) 


A 
NP 


Kristallisiertes «-Nopinol geht bei andauerndem Schütteln mit 
3 ‘Joiger Schwefelsäure vollkommen in Lôsung. Aber auch nach 
wochenlangem Stehen der Lôsung läft sich die Bildung eines 
Wasseradditionsproduktes nicht nachweisen. Man erhält nach der 
Neutralisation «-Nopinol ganz unverändert zurück. Flüssiges 
B-Nopinol verhält sich äbnlich. Nur einmal gelang es, eines 
Hydratationsprodukts habhaft zu werden, aber in so geringer 
Menge, daB eine Untersuchung noch nicht môglich war. 


2) Methylnopinol (Pinenhydrat)°) 
CHs OH 


#7 


Es genügt ein zwei- bis dreistündiges Schütteln des Alkohols mit 
verdünnter Säure, um eine quantitative Umwandlung in Ter- 


1) Annalen 356, 236. 
2) Annalen 356, 239. 
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CH: OH 
X 
( ne 
ù ‘ 
à 
COH(CH:} 
zu erzielen. 

Die Reaktion erfolgt aber nicht in einem Schritt. 
Man beobachtet vielmehr, daB das kristallisierte Methylnopinol sich 
zum Teil verflüssigt, ehe es in Lôüsung geht. 

Um das Zwischenprodukt der Reaktion zu fassen, wurde in 
folgender Weise verfahren. 

Reines Homonopinol (Schmelzp. 59°, Siedep. 204—205°) wurde 
in wenig Ather gelôst und etwa eine Stunde mit etwa dem 100- 
fachen Volum 5 °/oiger Schwefelsäure bei gewôhnlicher Temperatur 
tüchtig durchgeschüttelt, dann die Flüssigkeit alkalisch gemacht 
und der Dampfdestillation unterworfen. Die flüchtigen Produkte 
wurden getrocknet und zunächst im Vakuum rektifiziert. Es 
wurde ein dickflüssiges Ôl von hôherem Siedepunkt als das an- 
gewandte Homonopinol erhalten, das bei starkem Abkühlen er- 
starrte. Das durch Abpressen auf Ton von flüssigen Anteilen 
befreite Produkt erwies sich — wie aus den nachfolgenden Be- 
legen sich ergeben wird — als reines, stark linksdrehendes 
a-Terpineol, welches man nunmehr aus Nopinon in beliebiger 
Menge synthetisch aufbauen kann. Damit ist die erste Syn- 


these eines aktiven«-Terpineols aus einer an Kohlen- 
stoff ärmeren Substanz erreicht. 

Die Eigenschaften des erhaltenen synthetischen Terpineols 
waren folgende: 

Siedepunkt 218—219% Die Verbindung erstarrt beim Ab- 
kühlen zu durchsichtigen Kristallen und zwar viel leichter als 
inaktives «-Terpineol, auch besitzt es einen etwas hôüheren Schmelz- 
punkt, nämlich 37—38° (gegen 35° des i-a-Terpineols). Die op- 
tische Aktivität ist sehr bedeutend, wie aus folgender vorläufigen 
Bestimmung hervorgeht : 

D==)2,1076, L (Âther) — 11,2468 g, d =0,75b, 

p = 16,84%, t — 16°, 1=="1/dtr, dp — 19° 5 
[alo = —106°. 
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Ein s0 stark aktives Terpineol ist, beiläufig bemerkt, so weit 
ich finden kann, erst einmal und zwar von Ertschikowsky in 
einer mir im Original nicht zugänglichen Abhandlung beschrieben 
worden‘). Die sonst beobachteten natürlich vorkommenden sowohl 
wie durch Abwandelung aus aktiven Verbindungen mit 10 Koh- 
lenstoffatomen künstlich dargestellten aktiven «-Terpineole enthielten 
augenscheinlich alle mehr oder weniger inaktives Terpineol. Daher 
kommt es wohl auch, daf der Schmelzpunkt der bis dahin zur 
Beobachtung gekommenen aktiven Präparate immer zu niedrig 
und wie der des i-a-Terpineol angegeben wird. Nur in den Be- 
richten von Schimmel & Co. (189%, IL. 9) finde ich die Angabe, 
daB ein stark rechts drehendes (+ 83° 31’) Terpineol, das aus 
Malabar-Cardamomenôl isoliert wurde, den Schmelzpunkt 35—37° 
aufwies. 

Das synthetische l-a-Terpineol aus Nopinon wurde folgenden 
Abwandelungen unterworfen. 

Mit Nitrosylchlorid gibt es leicht ein Additionsprodukt 
(Cio Hi8O . NO Cl}, welches in Alkohol ziemlich leicht lôslich ist 
und aus verdünntem Methylalkohol in feinen Nadeln kristallisiert, 
die etwa bei 107—108° schmelzen. Bei der Umsetzung mit Pi- 
peridin gibt das Nitrosochlorid-Additionsprodukt ein Nitrol- 
piperidid, das nach der üblichen Reinigung aus Methylalkohol 
in Nadeln oder Prismen vom Schmelzpunkt 150° kristallisiert. 
Dies aktive Nitrolamin schmilzt also etwas niedriger als das 
inaktive, dessen Schmelzpunkt ich bei 159—160° fand”). Das 
stimmt übrigens gleichfalls mit Beobachtungen, welche von Schim- 
mels*) mit der aus rechts drehendem natürlichen Terpineol dar- 
gestellten Verbindung gemacht wurden. 

Bei der Oxydation mit Permanganat unter den bekannten 
Bedingungen erhielt man aus dem synthetischen l-Terpineol ein 
festes Glycerin, das bei der Weiteroxydation mit Chromsäure nach 
der von mir für die Oxydation des 1.2.8. Trioxyterpans ge- 
gebenen Vorschrift ‘) leicht ein rechtsdrehendes Ketolakton vom 
Schmelzpunkt 46—47° lieferte, während das zugehôrige Semi- 
carbazon bei 199° schmolz. 


Auch dies Verhalten beweist, daB wirklich «-Terpineol vorlag. 


1) Gildemeister und Hoffmann, Âtherische Üle, S. 201. 
2) Annalen 277, 121. 

3) Ber. v. Schimmel 1897, II, 9. 

4) Annalen 275, 153. 
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Wie schon in der Eïnleitung hervorgehoben ist, kann man 
sich den Übergang von Pinenhydrat in actives «-Terpineol kaum 
anders als nach dem Schema: 


CH OH CH: CH 
EAN RAT 
11 > “ “4 = 4 dé 
#7 dé 
Ne LA 
| COH(CH:): 


verlaufend vorstellen und versteht bei dieser ausgeprägten Neigung 
des Hydroxyls, nach der Seite des Vierrings hin als Wasser aus- 
zutreten, nun auch vollkommen, warum bisher alle Bemühungen 
gescheitert sind, das Pinenhydrat (Homonopinol) durch Wasser- 
entziehung in Pinen zu verwandeln, sondern weshalb dabei immer 
sogleich Terpinolen, Limonen oder Terpinen auftritt !). 
3) Aethylnopinol? 
C:H5 OH 


S 
spaltet sich in derselben Weise wie Methylnopinol zu einem ho- 
mologen Terpinhydrat auf, nur verläuft der letzte Schritt der 
Reaction, die Terpinbildung, langsamer. 


4) n-Propylnopinol® 
CsH; OH 
4 


4 


1) Annalen 856, 241 und W. H. Perkin, Tr. Chem. Soc. 1907. 1787. 
2) Annalen 367, 59. 
8) Annalen 857, 63. 
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reagiert noch träger mit 3°/oiger Schwefelsäure wie Aethylnopinol. 
Der Vorgang ist aber qualitativ derselbe wie bei der Methyl- und 
Aethyl-Verbindung. 

5) Nopinsäure 


CO:H OH 


(ot 
14 

N7 

Es gelang — wie jetzt erklärlich — nicht, die Verbindung durch 
Einwirkung von verdünnter kalter Schwelsäure zu einer gesättig- 
ten Bioxysäure aufzuspalten. Dagegen liefert, wie schon v. 


Baeyer fand,') die Nopinsäure beim Kochen mit Schwefelsäure 
unter Ringsprengung und Wasserabspaltung Bihydrocuminsäure. 


6) Nopinon 
O 
I 
Ne 
S 
NA 


Das Nopinon erleidet auch bei mehbrtägigem Schütteln mit verd. 
kalter Schwefelsäure kaum Veränderung, dagegen geht es beim 
Kochen mit concentrierterer Säure allmählich in Isopropylhexenon 
über ?). 


7) Pinocamphon 


1) Ber. 29, 1926. 
2) Annalen 356, 235. 
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zeigt sich auch gegenüber kochender Schwefelsäure der Concentra- 
tion, welche Nopinon verändert, noch beständig. 


IL. Vergleichende Versuche über die Auflôsbarkeit des Dreiring- 
systems unter Wasser-Addition bei Verbindungen vom Typus: 


28 
d ] 

V4 

Ne 
A. Verhalten gesättigter Verbindungen. 
1) Thujylalkohol 


LE 
j 


sH7 


Der Alkohol erweist sich verdünnter kalter Schwefelsäure gegen- 
über vollkommen beständig. 


2) Homothujylalkohol 


US 


Hs 
ARE 
Le DA 
( 
CH 
wurde mit Hilfe der Grignardschen Reaction auf meine Veran- 
lassung von Herrn D. Thomson aus Thujon und Methylmagnesium- 


jodid bereitet und in zwei Modificationen, einer bei 84° schmelzen- 
den festen und einer flüssigen, erhalten. 


s 
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Analyse des krystallisierten Alkohols: 
0.2295 gr gaben 0.6600 CO: und 0.2482 H20 


Berechnet für C11H200 Gefunden 
C — 78.49 78.42 
H — 12.01 12.13 


beide Modificationen bleiben bei tagelangem Schütteln mit verd. 
Schwefelsäure unverändert. 
8) Methylsabinaketol (Sabinenhydrat) !) 
CH: OH 


CsHz 


erleidet im Gegensatz zum Thujylalkohol und Homothujylalkoho! 
beim Schütteln mit Schwefelsäure mit grôBter Leichtigkeit Ver- 
änderung unter Lôsung des Dreirings und Entstehung von Terpinen- 
terpin (s.0.). Diese Reaction verläuft aber auch hier ebensowenig 
in einem Schritt, wie bei Umwandlung von Homonopinol in gewühn- 
liches Terpin. Vielmehr entsteht als primäres Einwirkungsproduct 
der verdünnten Säure aktives rechts-Terpinenol (4) 


e 
Aù 


NS 
C:H7 OH 
Zam Nachweis dieses Alkohols wurde nach 24stündigem Schütteln 
des Sabinenhydrats mit Schwefelsäure die Flüssigkeit neutralisiert 
und die vorhandenen flüssigen Anteile mit Wasserdampf abgeblasen. 
Dieselben enthielten wenig Kohlenwasserstoff (wahrscheinlich 
Terpinen) und in der Hauptmenge einen zwischen 200-—210° sie- 
denden Bestandteil, der seinem Verhalten nach nur actives 


1) Annalen 367, 65. 
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Terpinenol(4) sein konnte. Denn bei der Oxydation mit Perman- 
ganat wurde ein Glycerin daraus erhalten, das bei zweimaligem 
Umkrystrallisieren aus Chloroform bei 114° schmolz und bei wei- 
terer Oxydation eine bei 205° schmelzende Säure lieferte, welche 
sich mit der aus activem Terpinenol (4) entstehenden identisch er- 
wies ?). 

Die hôheren Homologen des Methylsabinaketols verhalten 
sich gegen verdünnte Schwefelsäure analog, reagieren aber lang- 
samer und unvollständiger, wenigstens was die Entstehung von 
Glycol betrifft. | 

4) Sabinenglycol*) 

| HOCH: OH 


À 
\ 


| 
C3H 


welches ja als ein in der Methyl-Gruppe hydroxyliertes Methyl- 

sabinaketol aufgefaft werden kann, reagiert entsprechend leicht 

wie letzteres. Man erhält beim Schütteln mit verdünnter Schwefel- 

säure daraus ein schôün krystallisierendes ungesättigtes Gly- 

col vom Schmelzpunkt 105°, dem wahrscheiïnlich die Formel: 
CH0H 


OH 


CsH7 
zukommen wird. Die nähere Untersuchung steht aber noch aus. 
Analyse des Glycols: 0.1283 gr gaben 0.3324 CO: und 0.1229 H20. 


Berechnet für C10H1802 Grefunden 
CG /051 70.66 
H — 10.68 10.74 


1) Annalen 356, 212. 
2) Semmler, Ber. Ch. Ges. 33, 1459; 35, 2046. 
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b) Thujon 


CsHr 
wird von verdünnter Schwefelsäure schwer angegriffen, dagegen 
von stärkerer heiBer Schwefelsäure oder alkoholischer Säure be- 
kanntlich leicht zu Isothujon invertiert. 
6) Sabinaketon 
O0 
| 


) 
| 


N7 

CsH7 
Ist auch gegenüber kalter verdünnter Säure ziemlich widerstands- 
fähig, namentlich ungleich beständiger als Methylsabinaketol. 
Dagegen wirkt warme und besonders alkoholische Schwefelsäure 
schnell auf das gesättigte Keton ein und zwar unter Entstehung 
von Isopropylhexenon. (Näheres wird an anderer Stelle mit- 

geteilt werden.) | 


| 


B. Verbalten ungesättigter Verbindungen. 


1) Thujen 
RENE 
É 
Se 


N 


8H | 
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geht bei mehrtägigem Schütteln mit verdünnter Schwefelsäure zu- 
nächst in Terpinenol (4) 
a 


CsHr OH 
dann weiter in Terpinenterpin über. (Vergl. Annal. 356, 202). 


2) Sabinen 
CH: 
] 


GE 
liefert, wie andern Orts!) schon dargelegt wurde, mit verdünnter 
kalter Schwefelsäure ziemlich schnell Terpinenol (4) und Terpinen- 
terpin. 
Für den Verlauf der Umwandlung sind folgende Phasen an- 
zunehmen: 


Se de 


he 


Sabinen intermediär Terpinenol “es in 
(Échmales 137°) 


1) Annalen 856, 202, 216. 
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3) Sabinol 


CsH 
Bezüglich dieser Verbindung gibt Semmler !) an: ,Durch einfache 
Wasseranlagerung sollte man von Sabinol zu einem zweiwertigen 
Alkohol des Tanacetontypus gelangen; jedoch vollzieht sich die 
Sprengung des Dreirings unter Cymolbildung so schnell, daf das 
Glycol bezw. Glycerin bisher nicht gefafit werden konnte.“ 

Die bei den vorliegenden Versuchen eingehaltenen Reaktions- 
bedingungen (s. o.) erlauben nun, das theoretisch leicht diagnosti- 
cierbare Zwischenprodukt bequem zu isolieren. 

Je 30 gr Sabinol wurden mit 800 cem 5°oiger Schwefelsäure 
mebrere Tage geschüttelt. Etwa die Hälfte des angewandten Üls 
geht in Lôsung, aber auch das auf der Flüssigkeit schwimmende Ol 
erweist sich als stark verändert. Die saure Lüsung wurde mit Alkali 
neutralisiert und die vorhandenen flüchtigen Produkte mit Wasser- 
dampf abgeblasen, der Rückstand mit Chloroform extrahiert. Bei 
der Rectification des Chloroformauszuges wurde ein unter 30"" bei 
175° übergehendes, wasserhelles, schwer bewegliches Produkt er- 
halten. | 

0.1563 gr gaben 0.4038 CO: und 0.1512 H:0. 


Berechnet für CioHi8O2 Gefunden 
C—7051 70.46 
H — 10.68 10.84 


Es liegt also ein Glycol CioH18O2 vor, welches durch Wasserauf- 
nahme aus dem Sabinol, CioHi6O, entstanden ist. Dies Glycol ist 
ungesättigt und läft sich durch Oxydation mit Permangamat 
(nach Wagner) in den folgenden vierwertigen Alkohol überführen. 

Erythrit CioH2004. 

Je 5 gr Glycol Ci1oHi18O2 werden in 300 cem Wasser unter 
Erwärmen gelôst und die dann auf 0° abgekühlte Lôsung mit 
einer 1°Joigen Lüsung von b gr Permangenat oxydiert. Die fil- 
trierte Oxydationslauge wird darauf unter Eïinleiten von Kohlen- 


1) Handbuch I, 205. . 


k 
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dioxyd zur Trockne gebracht und der Trockenrückstand mit 
95 ‘Joigem Alkohol extrahiert. Der nach Verdampfen der alkoholi- 
schen Lüsung hinterbleïibende syrupôse Rückstand wird nach dem 
Überschichten mit Essigäther oder Ligroïn bald fest und dann nach 
dem Absaugen auf Thon aus der 10—1bfachen Menge Essigäther, 
der mit ein wenig Methylalkohol versetzt ist, umkrystallisiert. 

Man erhält die neue Verbindung so in gut ausgebildeten bei 
166° schmelzenden Krystallen. 


0.1483 gr gaben 0.3194 CO: und 0.1332 H:0 


Berechnet für C10H2004 Gefanden 
C — 58.77 58.74 
H— 9.89 * 10.07 


Die Verbindung ist in Alkohol und Wasser leicht lôslich. Die 
Lôsungen besitzen einen süflichen Greschmack. 

Falls die in der Einleitung gemachten Voraussetzungen richtig 
sind und falls das Sabinol sich analog verhält wie Sabinen, ver- 
läuft die Entstehung des Erythrits aus dem Sabinol in folgenden 
Etappen: 


À N_oH Aa HO 


> GrSR 


Gr CsHr CsH: OH Cf OH 
TT, “| 
Sabinol hypothetische Glycol Erythrit 


Zwischenproducte CioH180O2 Ci0H2004 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kiasse. 1008. Lieft 1. 2 


OH 


18 0. Wallach, 


III. Vergleichende Versuche über die Aufiüsung einer Âthylen- 
bindung unter Wasseraddition : 


1) LES der ÉFTSRRE ni te 
I 


Fe Be 
Da x OH 
COH(CH:} de C(CH:} H(CH:) CH ( Cents 
CH: 
[«-Terpineol]{8-Terpineol][7-Terpineol][Terpinenol(4)] [Terpinenol(1)] 
A'-Men- 4°°-Men- *8_Men- A'-Men- 4°-Men- 


thenol (8)  thenol (1)  thenol (1)  thenol (4) thenol (1) 


Diesbezüglich ist zu bemerken, daB B- und y-Terpineol (II u. 
III) beim Schütteln mit verdünnter Schwefelsäure merklich 
schneller unter Terpin-Bildung in Lôsung gehen als «-Terpineol 
(D. Die beiden Terpinenole (IV und V) addieren wiederum so 
viel schwieriger Wasser als die Terpineole (I, II, III), da dieses 
Verhalten zwecks Isolierung der Terpinenole aus Gemischen 
von Isomeren ausgenutzt werden kann, wie ich früher schon an- 
gegeben habe. !) 

Im Übrigen ist es leicht verständlich, daB als Hydratations- 
product «- und 8-Terpineol ausschlieBlich gewôhnliches Terpin- 
hydrat liefern müssen, Terpinenol (1) und Terpinenol (4) das bei 
137° schmelzende Terpinenterpin und y-Terpineol ein Gemenge von 
beiden stellungsisomeren Terpinen der Limonenreihe. 

Die bisher vorliegenden Tatsachen geben ferner einen dahin- 
gehenden Fingerzeig, daB die semicyclische Bindung sehr 
additionsfähig ist. Daf das auch für eine in der Seitenkette 
stehende Methen-Gruppe gilt, geht aus folgenden Versuchen 
hervor. 


1) Annalen 356, 218. 


D + 
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2) Bihydrocarveol 
CHs 


C—CE: 
| 
CH: 


dessen Additionsfähigkeit bei Gegenwart concentrierter Säure 
schon bekannt ist,!) addiert auch beim Schütteln mit 5'°/oiger 
Säure in der Kälte, ohne daB dabei Verharzung eintritt, leicht 
Wasser unter Bildung des Glycols 


CHs 


3) Isopulegol 


nt OH 


CHs C—CHi: 
addiert nach Versuchen, die Herr Adolf Rosenbach hier 


1) Rupe u. Schlochoff, Ber. 38, 1719, 1721. 
2* 
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durchgeführt hat, beim Schütteln mit verdünnter Schwefelsäure 
sehr leicht Wasser unter Bildung des bei 72° schmelzenden Glycols: 


CE 
LAN 
| 
COH(CHs} 
Analyse: 0.1541 gr gaben 0.83951 CO: und 0.1638 H:0 
Berechnet für C10H2002 Gefunden 
C — 69.75 69.90 
H — 11.60 11.89 


4) Von den bisher untersuchten Kohlenwasserstoffen 
addiert besonders leicht Sabinen, unter Bildung von Terpinenol 
(41. Nach der oben dargelegten Auffassung würde der Gang der 
Reaction gemäB folgenden Schema’s verlaufen: 


“a Ho, CH: CHs CH 


CRORÉET 
. \) V 


CH CsH 0H 
sH7 
TT, 
Sabinen intermediär Terpinenol (4) 


Das primär entstehende Sabinenhydrat ist, wie erst erôrtert 
worden ist, Schwefelsäure gegenüber so unbeständig, da es sofort 
in dem besprochenen Sinne weiter umgewandelt wird. 

Pinen wird von 5'°iger Schwefelsäure nur sebr langsam, 
Limonen, auffallender Weise, nicht nachweïisbar im Verlauf von 
einigen Tagen verändert. 

Um so bemerkenswerter ist es, da der wesentlich B-Phellan- 
dren enthaltende Kohlenwasserstoff des Wasserfenchelôls (nach 
Versuchen von Stud. Stromann) reichlich cis-Terpin, neben 


1) Annalen 856, 215; 40, 594. 
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wenig trans-Terpin liefert. Ob dieses Produkt aus dem B-Phellan- 
dren selbst oder aus einer Beimengung stammt, kann noch nicht 
mit Bestimmtheiït angegeben werden. Jedenfalls tritt nach wochen- 
langem Schütteln die Reaction auf B-Phellandren in der ange- 
wandten Substanz nur noch schwach ein. 


Bei der Durchführung der vorstehenden Arbeit habe ich mich 
der vortrefiichen Unterstützung meines Assistenten Herrn Dr. 
F. Boedecker zu erfreuen gehabt. 


II. Synthese von «-Phellandren. 


Für diese Synthese wurde vom 4?- (= 4%-)Isopropyl- 
hexenon 


() 
| 
4 


sH7 

ausgegangen. Dies Keton hatte ich früher schon und zwar zuerst 
durch Abbau des B-Phellandrens, dann durch Isomerisierung des 
Nopinons erhalten. Bequemer kann man es, worauf ich anderen 
Orts ausfübrlicher eingehen werde, durch geeignete Umlagerung 
des Sabinaketons darstellen. 

Das Isopropylhexenon hat folgende physikalische Eigen- 
schaften : 

Siedepunkt 218—2190, d1* — 0,947, nn = 1,4807 bei 19° 

M = 41,45 (ber. 41,22). 

Das Semicarbazon des Z?-Isopropylhexenons schmilzt bei 184 
bis 185°. 

Wird das Isopropylhexenon mit einem ÜberschuB von Methyl- 
magnesiumjodid in ätherischer Lüsung umgesetzt!) und einige Zeit 


1) Über den im ersten Schritt der Reaction entstehenden Alkohol C,H;,0H 
wird später berichtet werden. 
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damit stehen gelassen, so spaltet der intermediär entstehende ter- 
tiäre Alkohol zum Teil Wasser ab, unter Bildung von «-Phel- 
landren, gemäB folgendem Schema: 

CH: OH CH: 


Isopropylhexenon a-Phellandren 


Der gewonnene Kohlenwasserstoff hatte folgende Eigenschaften : 
Siedepankt 175—176°, d?? = 0.841, np = 1,1760 bei 22° 
M — 45,61 (ber. für CioHi1ef° — 45,24). 

Das Präparat war schwach rechts drehend und bestand aus einem 
Gremisch von d-undi-«-Phellandren. Die Identificierung des Kohlen- 
wasserstoffs gelang leicht durch das Nitrit, CioHi6N20s, welches 
bei der Einwirkung von Stickstofftrioxyd in Ligroïn-Lôsung sich 
fast momentan ausschied und nach der Reinigung durch Krystallisa- 
tion den Schmelzpunkt 113° und den bekannten Habitus des Phel- 
landrennitrits zeigte. Mit alkoholischem Kali erwärmt, lieferte es 
Nitrophellandren und aus diesem konnte durch Reduction mit 
Zinkstaub in Eisessiglôsung i-Carvotanaceton gewonnen werden, 
das durch sein bei 177° schmelzendes Semicarbazon identificiert wurde. 

Es ist ferner auch versucht worden, B-Phellandren aus 
Isopropylhexenon dadurch aufzubauen, da8 das Keton mit Zink 
und Bromessigester condensiert, dem entstandenen Oxyester Wasser 
entzogen und die darauf erhaltene ungesättigte Säure der trockenen 
Destillation unterworfen wurde. Es entstand dabei tatsächlich ein 
Kohlenwasserstoff, der deutlich die Phellandrenreaction lieferte. 
Nach dem Schema: 
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muB man die Bildung von B-Phellandren bei der Reaktion erwarten. 
Die Ausbeute an dem entstandenen Nitrit war aber bisher zu 
gering, um eine sichere Feststellung zu erlauben, ob wirklich 
B-Phellandren und nicht etwa «-Phellandren vorlag. 

Auch bei dieser Untersuchung ist mir Dr. Fr. Boedecker 
zur Hand gegangen. 


III. Synthese des Isofenchons, Cio H16 O, aus dem 
Nopinon C+ H14 O. 


Vor Kurzem habe ich über Versuche berichtet!), welche darauf 
hinzielten, mit Hilfe der Zink-Bromessigester-Reaktion aus dem 
Nopinon das B-Pinen zu synthetisieren: 


Aile? 


| f 2 


EX 


Nopinon B-Pinen. 

Statt des erwarteten B-Pinen wurde aber ein isomerer 
Methenkohlenwasserstoff, C10 Hu6, erhalten. 

Dieser Kohlenwasserstoff liefert bei der Oxydation mit Per- 
manganat ein bei 154—155° schmelzende «-Oxysäure C10 Hi6Os, 
welche sich ihrerseits bei der Oxydation nicht in Nopinon Cs Hu O 
zurückverwandeln lief, sondern dabei ein isomeres, um 60° schmel- 
zendes, im Aussehen und Geruch dem Campher bezw. Fencho- 
camphoron sehr ähnliches Keton lieferte. 

Endlich war schon mitgeteilt, da8 der synthetische Kohlen- 
wasserstoff CioHie bei der Hydratation in einen bei 62° schmel- 
zenden und bei 201—202 siedenden Alkohol C10 H17 OH übergeht. 

Durch die weitere Untersuchung ist nun die ebenso unerwar- 
tete, wie hüchst interessante Tatsache festgestellt worden, daf 
der aus Nopinon synthetisch erhaltene Kohlenwasserstoff der 


1) Nacbr. G. d. W. 1907, 375; Annalen d. Ch. 857, 49. 
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Fenchen-Reihe angehôrt und daB der obenerwähnte Alkohol 
identisch ist mit Isofenchylalkohol. 

Zunächst will ich hier das Beweismaterial beibringen, aus 
welchem die Richtigkeit dieser Auffassung mit voller Sicherheit 
zu folgern ist. 

Der durch Hydrierung nach der Bertram-Walbaumschen 
Methode aus dem synthetischen Kohlenwasserstoff C10 His gewon- 
nene bei 62° schmelzende Alkohol Cio H:7OH verbindet sich mit 
Carbanil zu einem bei 206—207° schmelzenden Phenylurethan, 
welches in allen Lôsungsmitteln.sehr lôslich ist, aber durch wieder- 
holtes Umkrystallisieren aus verdünntem Methylalkohol in gut 
schmelzenden Krystallnädelchen erhalten werden kann. 

Bei der Oxydation mit Chromsäure erhält man aus dem Al- 
kohol ein Keton CioHi6O vom Siedepunkt ca. 200% Das sich 
sehr schnell bildende Semicarbazon des Ketons ist rechts drehend 
und krystallisiert aus Methylalkohol in verfilzten Nadeln vom 
Schmelzpunkt 220—221°. Das leicht erstarrende Oxim des Ketons 
schmilzt bei 82°. Bei der Oxydation mit Permanganat liefert das 
Keton ganz glatt eine mit Camphersäure isomere Bicarbon- 
säure C10 Hi6 O4, welche, aus der zehnfachen Menge heifem Wasser 
umkrystallisiert, bei 158—159° schmelzende Nädelchen bildet. Die 
Säure ist rechtsdrehend. 

S — 0,6540,  L (Âther) — 5,1400, d = 0,756, 
pu=012,72%/c, E=tldmite =" 10 [alo = +122. 

Analyse des Silbersalzes : 

0,2075 g gaben 0,1080 Ag. 
Berechnet für Ci1o H14 O4 Age Gefunden 
Ag —52,15 52,05. 

Inzwischen habe ich in Gremeinschaft mit Herrn Stud. P. Virck 
aus d-Fenchon auf einem bei anderer Gelegenheit zu besprechen- 
den Wege ein l-Fenchen (Siedep. 157—158°) von besonders 
starkem Drehungsvermôügen an — ca. — 32° [im 1 dm Rohr] her- 
gestellt. Dies l-Fenchen geht bei der Oxydation mit Perman- 
ganat glatt in die von mir früher ‘) beschriebene bei 153° schmel- 
zende D-l-Oxyfenchensäure CioHi6O3 über. Besonders 
charakterisiert ist es® durch seine Fähigkeit Brom aufzu- 
nehmen unter Bildung eines aus Essigester sehr schôn kristalli- 
sierenden bei 87—88° schmelzenden Fenchenbibromids CioHiç Br2. 
Dies Bibromid ist ziemlich stark rechtsdrehend: 

S — 0,5994, L (Essigester) — 16,2186, d — 0,928, 
t= 11°, p = 3,564 °, æ =1+1°20 [a]o = +42,83°. 

1) Annalen 802, 377. 
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Wird das stark linksdrehende Fenchen mit Eisessig-Schwefel- 
säure erwärmt, so entsteht in vorzüglicher Ausbeute Isofenchyl- 
acetat, das bei der Verseifung einen sofort erstarrenden Isofen- 
chylalkohol lieferte, dem nur sehr geringe Mengen flüssiger 
Produkte beigemengt waren. Der abgeprefite Alkohol schmolz bei 
61—62° und siedete bei 201—202°. 

Das durch Oxydation aus dem Alkohol gewonnene Is0o- 
fenchon zeigte (aus dem Semicarbazon regeneriert) folgende 
Eigenschaften : 

Siedepunkt 201%,  d'# — 0,943, nn — 1,4621 bei 18,5!, 
M — 44,32 (ber. 44,11), «œp — —9° 35! (bei 14° im 1 dm Robr). 

Bei sehr niederer Temperatur (Âther + festem CO:) erstarrt 
das Keton campferartig. 

Das in verfilzten Nadeln krystallisierende Semicarbazon 
bildet sich leicht, schmilzt bei 221—2227, ist ziemlich lôslich in 
Methylalkohol und linksdrehend, bei der Oxydation liefert das 
1-Isofenchon in fast quantitativer Ausbeute eine Bicarbonsäure, 
CioHi6O4, die ich Isofenchocamphersäure nennen will und 
deren Untersuchung noch nicht abgeschlossen ist. Vorläufig sei 
folgendes mitgeteilt : 

Die Säure schmilzt bei 158—159° und ist links drehend. 

S — 0,2971,  L (Âther) — 11,1182,  p — 2,608, 
ml ed 20,780 = 1 dm, °c +015 
[aln — — 12,750. 

Analyse des Silbersalzes : 

0,3985 g gaben 0,4250 CO: und 0,1221 H:0. 


Berechnet für Cio H14 Ou Age Gefunden 
C . 28,98 29,09 
H. 3,41 8,43. 
Damit ist — wie hier schon bemerkt sei — bewiesen, daf 


das Isofenchon einen ganz anderen Bau besitzt als 
das Fenchon und jedenfalls eine CO-CH:-Gruppe ent- 
hält, welche sich, ganz analog wie die im Camphermolekül ent- 
haltene, leicht zu einer Dicarbonsäure aufspalten läft. 

Vergleicht man nun die Eigenschaften der aus Nopinon syn- 
thetisch gewonnenen Substanzen mit den aus stark aktivem l-Fen- 
chen erhältlichen und den Angaben, welche J. Bertram und 
J. Helle’), die Entdecker des Isofenchols und Isofenchons, be- 
züglich der Eigenschaften dieser Verbindungen machen, so ergibt 
sich folgendes : 


1) cf. pr. Ch. 61, 293 (1900). 


26 0. Wallach, 


Synthetische Verbindungen Verbindungen aus 
aus Nopinon Fenchen (aus d-Fenchon) 
——” Ro 
Wallach u. Virck Bertram u. Helle 
Er —, 
Dio His OH 
Schmelzp. 62° 61—62° 61,5—62° 
Siedep. 201—202° 201—202° 97—98° (13) 
Phenylurethan Smp. 106—1097 ° — 106—107 ° 
Cio Hi6 O 
Siedep. um 200° 201 ° 193—194 ° 
Schmp. dSemi- long og0 2212220 _ 
carbozons 
Schmelzp. d. Oxims 82° 82° 82° 
Ci10 Hiç Os 
Schmelzp. 158—159° 158—159° — 
[ao — +129 — 12,75° — 


An der chemischen Identität der hier verglichenen Kôrper 
ist gar nicht zu zweiïfeln. Dagegen sind die durch Synthese aus 
Nopinon einerseits, und durch Abwandlung aus d-Fenchon anderer- 
seits entstandenen Verbindungen augenscheinlich physikalisch- 
isomer und zwar optische Antipoden, so daB also die aus Nopinon 
bereiteten der 1-Fenchon-Reihe‘angehôren und somit neu 
sind, denn bisher waren Isofenchyl-Verbindungen nur aus d-Fenchon 
gewonnen. Ich bin nun im Begriff das l-Fenchon entsprechend 
abzuwandeln, um so zu Verbindungen zu kommen, welche mit 
denen aus Nopinon auch physikalisch identisch sein müssen. 

Aus den oben erôrterten Tatsachen folgt dann weiter, da 
der aus Nopinon gewonnene Kohlenwasserstoff Cio Hie ein Fenchen 
vorstellt und zwar ein Fenchen, welches eine Methengruppe 
enthält. Da die Fenchene in bezug auf ihre Drehungsintensität 
auBerordentlich variabel sind'}, so kann über die Beziehung des 
synthetischen Fenchens zu den schon bekannten heut noch nichts 
Sicheres ausgesagt werden. Ich werde auf diesen Punkt bei 
anderer Gelegenheit zurückkommen und môchte über die Bedeu- 
tang der gemachten Beobachtungen nur noch folgendes hinzufügen. 

Es ist im ersten Augenblick ganz auBerordentlich überraschend, 
daB man bei einem synthetischen Vorgang, bei welchem man die 
Entstehung von B-Pinen oder «-Pinen erwarten müfte, statt 
dessen zum Fenchen gelangte. Eher wäre noch das Auftreten 
von Camphen oder — wie bei den Synthesen mit Nopinon unter 


1) cf. z. B. Annalen 302, 375, 377. 
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Anwendung der Grignard-Reaktion ‘) — die Bildung von Limonen 
oder Terpinen verständlich gewesen. Man muf sich aber daran 
erinnern, daf doch schon Beobachtungen darüber vorliegen, daf 
Pinen sich zu Fenchylalkohol abwandeln läft. Bouchardat 
und Tardy und Bouchardat und Lafont*) sind durch Er- 
hitzen von Pinen-haltigen Fraktionen ätherischer Ole zu d-Fenchyl- 
alkohol gelangt. 

Da es unbestimmt ist, ob bei den letzterwähnten Versuchen 
a- oder B-Pinen in Reaktion getreten ist, da ferner die Konsti- 
stitution des Fenchylalkohols und Isofenchylalkohols noch keines- 
wegs sicher festgestellt ist, so schweben alle Spekulationen über 
den Mechanismus des Übergangs der Pinen- in die Fenchen-Reihe 
vorläufig in der Luft. Nichtsdestoweniger liegt die von anderer 
Seite) schon gemachte Annahme sehr nah, daf bei dieser Iso- 
merisation sich der Vierring im Pinen an anderer Stelle lôst, als 
beim Übergang dieses Kohlenwasserstoffs in Camphen oder in 
Limonen. Es ist ferner denkbar, da bei der von mir durch- 
geführten Synthese sich aus dem Nopinon intermediär wirklich 
Pinen gebildet, aber im Entstehungszustande zu Fenchen isomeri- 
siert hat. Ich bin im Begriff unter Mitwirkung von Dr. Werner 
Lange die bei der Einwirkung von Bromessigester auf Nopinon 
sich im ersten Schritt bildenden Produkte jetzt eingehender zu 
untersuchen, in der Hoffnung den Mechanismus der neuen Re- 
aktion klarstellen zu kônnen. 


1) Annalen 356, 244. 

2) Ber. 29, R. 357 (1896); Centrbl. 1898, I, 893. 

3) Kondakow, cf. pr. Ch. 65, 232 (1902); Semmler, Handbuch II, 
541 (1906). 


Die Pyrenomyceten und Tuberaceen 
der Gôttinger Flora. 
(Unter Verwendung der Untersuchungen von G. Rahlfs in Elbing.) 


Von 


A. Peter. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Dezember 1907. 


Nachdem schon seit längerer Zeit meine Bemühungen darauf 
gerichtet waren, die Grundlagen für eine Uebersicht der in Süd- 
hannover vorkommenden Kryptogamen zu gewinnen, und einige 
Verôffentlichungen darüber in den als Dissertationen im hiesigen 
botanischen Institut entstandenen Arbeiten der Herren F.Quelle!), 
M. Schmidt?) und J. Suhr”*) vorlagen bezw. in Aussicht standen, 
übernahm der jetzige Kandidat des hôheren Schulamtes Gustav 
Rahlfs in Elbing die Feststellung der in der Gegend von Güttingen 
vorkommenden Pyrenomyceten. Es sollte damit die Kenntnis der 
Verbreitung dieser Pilzgruppe in Norddeutschland gefôrdert werden. 
Zu diesem Zweck sah G. Rahlfs auch das Universitäts-Herbarium 
zu Gôttingen durch und prüfte die darin enthaltenen Materialien 
auf die Richtigkeit der Bestimmungen. Leider mufte er, durch 
besondere Umstände gezwungen, seine Pilzstudien vorzeitig ab- 
brechen. So ist eine wahrscheinlich nicht ganz vollständige Liste 
der Gôüttinger Pyrenomyceten entstanden. Gleichwohl môchte ich 
dieselbe nicht zurücklegen, bis sie später einmal ergänzt werden 
kann, was in absehbarer Zeit nicht sehr wabrscheinlich ist; ich 
teile sie hier mit, nachdem ich sie durch meine eigenen Funde 


1) F. Quelle, Güttingens Moosvegetation. 1902. 
2) Max Schmidt: Grundlagen einer Algenflora der Lüneburger Heïde. 1903. 
3) Joh. Suhr: Die Algen des üstlichen Weserberglandes. 1905. 
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erweitert und ihr dadurch diejenige Ausdehnung gegeben habe. die 
mir zurzeit môglich ist. Alle vorhandenen Belagstücke sind von 
mir nochmals nachbestimmt worden. 

Ueber das in Rede stehende Gebiet existiert meines Wissens 
nur eine einzige Publikation. die für die hier behandelten Pilz- 
gruppen in Betracht kommt: Bartling et Hampe, Vegetabilia 
cellularia in Germania septentrionali praesertim in Hercynia et in 
Agro Gottingensi lecta, 1234. Leider war es nicht müglich, diese 
Arbeit zu berücksichtigen, da sie in keiner der im Bereich der 
Auskunftstelle der deutschen Bibliotheken zugänglichen Bücher- 
sammlungen vorhanden und auch durch die Verlagsbuchhandlung 
nicht mebr zu erlangen ist. 

Was indessen die Güttinger Botaniker Bartling. Grise- 
bach, Jahns, Lantzius-Beninga. Nôldeke. H Grafzu 
Solms-Laubach nach dieser Zeit bei Gôttingen gesammelt und 
in dem Universitäts-Herbarium niedergelegt haben, ist, soweit es 
nachgeprüft werden konnte, in die Liste aufgenommen worden. 
Bei jeder Fundstelle ist der betr. Sammler kenntlich gemacht. und 
zwar durch Beifügung des Buchstabens 
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Es wird nicht unangemessen erscheinen, wenn auch Fundorte 
mitgeteilt werden, die auberhalb der näheren Umgebung von 
Gôttingen gelegen sind, z. B. im Harzgebirge. in Nordhannover. 
Sie stammen groBenteils mit aus den vorliegenden Herbar-Materialien. 

Die bisher beobachteten Tuberaceen des Gebietes habe ich bei- 
gefügt. um die Verbreitung der interessanten Pilzgruppe bei uns 
festzustellen. 

Auf das Vorkommen folgender Arten sei besonders hinge- 
wiesen, weil sie entweder sehr selten sind (Anixia truncigena. 
Laestadia microspora. Didvmosphaeria convidea. Valsa dolosa 
— oder bei uns weitab von ihren bisherigen Fundstellen auftreten 
(Melanomma conicum. Leptosphaeria Baggei. Hypoxylon semum- 
mersam, H. Botrys) — oder meines Wissens zum ersten Mal in 
Deutschland beobachtet wurden (Hypocrea contorta, Ceratosphaeria 
lampadophora. Leptosphaeria sparsa, L. dumetorum, Clypeosphaeria 


? 
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mamillana, Diaporthe dryophila) ; — Herpotrichia nigra im Nôrtener 
Walde schlieft sich an das Vorkommen im Harzgebirge an. 


Pyrenomycetes. 


L Perisporiaceae. 


1. Erysipheae. 


1. Sphaerotheca pannosa (Wallr.) Lév. auf lebenden 
Blättern und Zweigen von Rosa im Botanischen Garten zu Güt- 
tingen 9. VIII. 1894 (P.); desgl. von Rosa canina unweïit der Burg- 
ruine Hanstein 5. VI. 1904 (P.). — Verbreitung: Deutschland, 
Belgien, Frankreich, England, Italien, Nordamerika, Indien. 

2. Sph. Castagnei Lév. auf Sanguisorba officinalis im bo- 
tanischen Garten Nov. 1865 (B.); — auf Impatiens noli tangere 
bei Gôttingen Aug. 1900 (P.), im Unterharz zwischen Neuwerk und 
Wendefurt Aug. 1901 (P.); — auf Veronica in Ostfriesland 1843 
(L.); — auf Spiraea Ulmaria am Wall in Gôttingen VI. 1904 (P.), 
bei Gersfeld in der Rhôün Juli 1907 (P.) — Verbr.: fast ganz 
Europa, Asien und Nordamerika. 

3. Podosphaera tridactyla (Wallr.) de By. auf Prunus 
spinosa bei Gôttingen Nov. 1843 (B.), Niederscheden 1843 (B.), bei 
Gôttingen am Hainholzwege, wo der Ruprechtsweg denselben 
kreuzt 3. X. 1903 (R.) — Verbr.: fast ganz Europa, Nord- 
amerika. 

4, P. myrtillina Kunze auf Vaccinium Myrtillus bei Nien- 
burg Aug. 1860 (N.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Belgien, 
Italien. 

5. Erysiphe Umbelliferarum de Bary auf Heracleum 
Sphondylium bei Nüxey am Harz Juli 1853 (B.), dicht bei Meensen 
1833 (B.), bei Gôttingen am Haïnholzwege 2. VIII. 1900 (P.), im 
Dorf Herberhausen Sept. 1900, 1906 (P.), hinter Herberhausen 
gegen den Hollandsgrund 16. VIII. 1904 (P.), zwischen Seeburg 
und Ebergôtzen 7. IX. 1905 (R.); — auf Antbriscus silvestris in Her- 
berbausen 16. VIII. 1904 (P.). — Verbr.: ganz Europa. 

6. E. tortilis (Wallr.) Fr. auf Cornus sanguinea bei Ilfeld 
im Unterharz 1843 (L.), bei der Knochenmühle 18. X. 1846 (Gr), 
in Hecken bei Bovenden Nov. 1860 (B.), am Rohns X. 1868 (J.) 
bei Gôttingen 1879 (S.), im Rohnswäldchen 28. X. 1903 (R.), unter 
dem Knüll in der Nähe von Bettenrode und unter der Ruine 
» 
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Gleichen 380. VIT. 1905 (R.), am Waldrande über Harste 29. VIII. 
1905 (R.), im Gôttinger Walde allgemein verbreitet Okt. 1900, 
1907 (P.). — Verbr.: Deutschland, Belgien, Frankreich, England, 
Italien. 

7. E. communis (Wallr.) Fr. auf Trifolium agrarium bei 
Gôttingen 1843 (B.); — auf Trifolium medium im Reintal bei Rein- 
hausen Aug. 1904 (R.), an der Weper bei Hardegsen 26. IX. 1905 
(R.), am Wege bei der Mühle zwischen Ebergôtzen und Waake 
7. IX. 1906 (R.); — auf Trifolium hybridum bei Knutbühren 21. IX. 
1905 (R.); — auf Astragalus glycyphyllos bei Jühnde am Dorf- 
rande 16. VIII. 1900 (P.), am Rande der Lieth über Parensen 
29. VIII. 1906 (R.); — auf Pisum sativum in Ostfriesland 1843 
(L.); — auf Hypericum perforatum bei Neu Waake zwischen Ro- 
ringen und Sôdderich 30. X. 1864 (B.); — auf Hypericum hirsutum 
auf dem Kleinen Hagen Aug. 1905 (R.), am Hünstollen bei Gôüt- 
tingen 30. VI. 1901 (P.); — auf Ranunculus bei Ilfeld im Südharz 
1843 (L.), im Botanischen Garten Nov. 1865 (B.); — auf Polygonum 
aviculare am Wege bei der Zuckerfabrik Nôrten 29. VIII. 1905 


(R); — auf Ononis spinosa am Hainberge zwischen Kehr und 
Kaiser Wilhelm-Park 21. IX. 1905 (R.); — auf Pimpinella saxi- 
fraga auf der Weper bei Hardegsen 26. IX. 1905 (R.); — auf 


Aconitum Napellus im Botanischen Garten zu Güttingen 9. VIII: 
1894 (P.). — Verbr.: in ganz Europa, Asien, Amerika. 

8. E. Galeopsidis DC. auf Stachys palustris und Ballota 
nigra bei Ilfeld im Südharz 1843 (1); — auf Clinopodium vulgare 
bei Roringen 18. X. 1846 (Gr.) ; — auf Stachys silvatica im Hollands- 
grund des Gôttinger Waldes 16. VIII. 1904 (R.), am Wege von 
Geismar zum Geismarer Holz 16. X. 1906 (R.); — auf Galeopsis 
Tetrahit am Forsthaus Hinterhausen bei Suterode 28. VIII. 1904 
(P.), auf dem Mühlenberge dicht bei Bremke 14. IX. 1906 (R.); — 
auf Galeopsis versicolor am Wege nach Deppoldshausen durch 
die Waldschlucht 8. X. 1896 (P.) — Verbr: fast in ganz Europa. 

9. E. Cichoriacearum DC. [— E. lamprocarpa (Walir.) 
Lév.] auf Artemisia vulgaris und Lappa tomentosa bei Ilfeld im 
Südharz 1843 (L.); — auf Lappa tomentosa am Rauschenwasser 
bei Mariaspring Okt. 1860 (B.), am Ausgange des Dorfes Geismar 
gegen KI. Lengden 7. IX. 1905 (R.), dicht an der Leinebrücke bei 
Nôürten 29. VIII. 1905 (R.), zwischen Lenglern und Bovenden bei 
der Leinebrücke 29. VIII. 1905 (R.), an der Chaussée zwischen 
Landwehr- und Garteschenke (auf Blättern und Hüllschuppen) 
10. XII. 1905 (R.); — auf Plantago major an der Chaussée von 
Gôttingen nach Geismar 17. IX. 1905 (R.), auf Waldwegen zum 
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Bocksbühl bei Friedland 6. VIII. 1904 (P.), am Hohenweg zwischen 
Wilhelm Weberstrafe und Herzberger Chaussée in Gôttingen 
6.IX.1905 (R.); — auf Hieracium laevigatum bei Forsthaus Hinter- 
bausen gegen Suterode 28. VIII. 1904 (P.);: — auf Verbascam im 
Werratal zwischen Lindewerra und Oberrieden Sept. 1905 (P.); 
— auf Cynoglossum officinale bei Roringen 23. IX. 1905 (R.); — 
auf Svmphytum asperrimum im Botanischen Garten zu Güttingen 
1894 (P. — Verbr.: Deutschland. Finland, Belgien, Frankreich, 
GroBbritannien, Italien, Sibirien, Aegvpten. Nordamerika. 

19. Microsphaera Astragali (DC.) Sacc. auf Astragalus 
glycyphyllos bei Ilfeld im Südbarz 1843 (L.), bei Robns’ Amerika 
3. VIII. 1849 (Gr.). bei Reinhausen Juli 1856 (B.), bei der Ruine 
Plesse Juli 1868 (J). bei Nôrten Juli 1869 (B.), zwischen Waake 
und Ebergôtzen unweit der Mühle 7. IX. 1905 (R.), an der Langen 
Nacht bei Güttingen 10. VII. 1894 (P.) — Verbr.: Deutschland, 
Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika. 

11. M. Berberidis (DC.) Lév. auf Berberis vulgaris bei 
Güttingen 1843 (B.), 1879 :S.). im Botanischen Garten Okt. 1864 
(B.) — Verbr.: Deutschland. Finland. Belgien, Frankreich, Eng- 
land, Italien. 

12. M. Grossulariae (Wallr.) Lév. auf Ribes Grossularia 
in Gôttingen 1443 (B.). in der Hecke eines Gartens der Hanssen- 
straBe in Gôttingen 28. IX. 1905 (R.) — Verbr.: Deutschland, 
Frankreich. England, Sibirien. Nordamerika. 

13. M. divaricata (Walir.) Lév. auf Rhamnus Frangula 
über Eddigehausen 9. VIII. 1994 (R.). — Verbr.: Deutschland, Fin- 
land, Belgien. Frankreich. 

14. Uneinula Salicis (DC.) Wint. [— U. adunca (Wallr.) 
Lév.} auf Salix Caprea bei Güttingen Herbst 1835 (B.), bei Ifeld 
1843 (L., auf blühender Salix Caprea bei Gôttingen 1879 (S.). — 
Verbr: ganz Europa, Sibirien, Nordamerika. 

15. U. Aceris (DC.) Sacc. auf Acer campestre bei Ilfeld im 
Südharz 1843 L.\, bei Meensen 1833 (Gr.), am Rauschenwasser 
bei Bovenden Sept. 1863 (B.), bei Gôttingen Nov. 1569 (B.), beim 
Wellbrückenkrug 18. IX. 1848 (P.), an der Kaiserallée in Gôt- 
tingen 3. X. 145 :R.): — auf Acer platanoides dicht unter dem Rohns 
3. X. 1905 (R.y. — Verbr.: fast ganz Europa, Algerien. 

16. U. Prunastri (DC.) Sacc. auf Prunus spinosa bei Ilfeld 
1848 (L.. am Rande der Lieth über Harste 29. VIII. 1905 (R.). 
im Walde zwischen Herberhausen und Kerstlingerüderfeld 21. XI. 
1905 (R.) — Verbr.: Deutschland, Belgien. Frankreich, Britannien, 
Italien. 


die Pyrenomyceten und Tuberaceen der Gôttinger Flora. 33 


17. Phyllactinia suffulta (Rebent.) Sacc. auf Corylus 
Avellana bei Ilfeld 1843 (L.), bei Meensen 1833 (Gr.), in der Lieth 
bei Bovenden Okt. 1863 (B.), bei Gôttingen (S.), im Solling bei 
Schônhagen Juli 1898 (P.); — auf Fraxinus excelsior im Bota- 
nischen Garten XII. 1846 (B.), zwischen Sülbeck und Immensen 
bei Northeim an Grabenrändern 24. IX. 1897 (P.), am Haïnholzweg 
in Gôttigen (S.), 8. XI. 1903 (Quelle); — auf Fagus silvatica am 
Hessendreisch XI. 1846 (B., Gr.), bei Gôttingen XI. 1855 (B.), im 
Walde zwischen Herberhausen und Kerstlingerôderfeld 1. XII. 1907 
(P.). — Verbr.: Europa, Sibirien, Nordamerika. 


2. Perisporiaceae. 


18. Anixia spadicea Fuck. auf einer Heukultur im Bota- 
nischen Institut in Gôttingen 27. II. 1905 (R.) — Verbr.: 
Deutschland, Finland auf faulenden Halmen von Secale cereale. 

19. A. truncigena Hoffm. auf einer Lehmwand in Gôttingen 
12. VII. 1905 (R.). — Verbr.: bisher nur im Frühjahr an Kiefern- 
holz bei Oestrich im Rheingau beobachtet. 

20. Earotinm herbariorum (Wigg.) Lk. bei Gôttingen 
1843 (B.), mit Askenfrucht 1881 ($S.), überall sehr häufig auf 
feuchten Pflanzenresten (P., R.) — Verbr.: Europa, Nord- und 
Südamerika, Asien, Afrika, Australien. 

21. Aspergillus niger van Tieghem [— Sterigmatocystis 
nigra van Tieghem] auf faulenden organischen Resten sebr häufig 
(R.). — Verbr.: Deutschland, Frankreich. 

22. À. flavus (de Bary) Brefeld auf faulen organischen 
Substanzen häufig (R.); — auf faulem Fleisch in Gôttingen 13. XII. 
1901 (P.). — Verbr.: Deutschland, Belgien, Italien, Nordamerika. 

23. A. nidulans (Eidam) Wint. im menschlichen Ohr in Gôüt- 
tingen VI.1889 (P.). — Verbr.: auf Hummelnestern in Deutschland. 

24, À. fumigatus Fres. in der Lunge des Menschen, Gôüttin- 
gen I. 1902 (P.). — Verbr.: in der menschlichen Zunge und in der 
Lunge von Otis tarda in Deutschland. 

25. Penicillium crustaceum (L.) Fries [— P. glaucum 
Lk.] auf allen organischen Resten gemein (R.). — Verbr.: kosmo- 
politisch. 

26. Lasiobotrys Lonicerae Kunze auf lebenden Blättern 
von Lonicera Periclymenum in Karlslust bei Adelebsen VII. 1873 
(B.). — Verbr.: Deutschland, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Italien, Algerien, Sibirien auf den grünen Blättern mehrerer Loni- 
cera-Arten. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Heft L. 3 
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IL D Hypocreaceae. 


8. Hypocreaceae. 


27. Gibberella pulicaris (Fr.) Sacc. auf dürren Zweigen von 
Sambucus bei Gôttingen 1843 (B.). — Verbr.: Schweden, Britannien, 
Belgien, Frankreich, Italien, Süddeutschland, Rufland, Algerien, 
Nordamerika, Neuseeland. 

28. Nectria cinnabarina (Tode) Fries in Herrenhausen 
bei Hannover I. 1832 (Gr.); — auf altem Holz im Botanischen 
Garten zu Gôttingen XI. 1842 (B.); — auf Zweigen von Sambucus 
bei Gôttingen 1843 (B.); auf abgeworfenen Zweigen bei Mariaspring 
X. 1860 (B.); — auf Sambucus racemosa am Wendebach zwischen 
Obernjesa und Reinhausen 2. X. 1904 (R.); — an trockenen Aesten 
von Tilia bei der Ruine Plesse 20. X. 1904 (R.); — auf dürrem 
Holz von Spiraea spec. in einem Garten in Gôttingen 18. V. 1905 
(R.); — auf Zweigen von Aesculus Hippocastanum am Weendertor in 
Güttingen (tôtete den sehr alten Baum) 17. IX. 1905 (P.); — auf 
Acer platanoides, Pavia, Broussonetia papyrifera, Pirus Malus, 
Ampelopsis hederacea, Ulmus montana, Fagus silvatica etc. im 
Botanischen Garten zu Gôttingen 1888/1907 sehr reichlich als 
Saprophyt oder oft als gefährlicher Parasit (P.). — Verbr.: ganz 
Europa, Sibirien, Ceylon, Nordamerika. 

29. N. coccinea (Pers.) Fr. auf Baumrinde zwischen Niko- 
lausberg und Deppoldshausen XI. 1861 (B.), bei Münden 12. X. 
1863 (B.), auf dem Hohenhagen bei Dransfeld III. 1868 (J.) — 
Verbr.: ganz Europa, Sibirien, Nordamerika, Brasilien, Ceylon, 
Borneo, Java, Südafrika, Tasmanien. 

80. N. ditissima Tul. bildet Krebsstellen an Fagus silva- 
tica im Hollandsgrund des Güôttinger Waldes 21. IX. 1905 (R.), 
im Nürtener Walde, bei Catlenburg und Lindau, im Solling und 
sonst sebr verbreitet 1888/1907 (P.) — Verbr.: Deutschland, Bri- 
tannien, Frankreich, Italien. 

81. N. Cucurbitula (Tode) Fr. auf Fichtenrinde bei Claus- 
thal (Harz) im Mônchstal XI. 1870 (J.); — bildet Krebsstellen 
auf Picea excelsa im Oberharz bei Andreasberg 1903 (P.); bei 
Fallingbostel auf der Lüneburger Heide 1904 (P.), bei Gôttingen 
1888 (P.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Oesterreich, Frank- 
reich, Italien. 

32. N. sanguinea (Sibth.) Fr. auf abgefallenen Zweigen 
von Laubhôlzern im Botanischen Garten XI. 1845 (B.), XII. 1861 
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(B.), bei der Ruine Plesse III. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, 
Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, Por- 
tugal, Algerien, Nordamerika, Guinea, Ceylon. 

33. N. episphaeria (Tode) Fr. auf Diatrype Stigma bei 
Diemarden III 1847 (B.) — Verbr.: Deutschland, Finland, 
Schweden, Britannien, Belgien, Oesterreich, Frankreich, Italien, 
Nordamerika, Brasilien. 

34, N. Peziza (Tode) Fr. auf faulendem Holz bei Maria- 
spring X. 1360 (B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, 
Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika, Ceylon, Java. 

35, Hypomyces aurantius (Pers.) Fuck. auf alten Poly- 
pori im Botanischen Garten zu Gôttingen 1846 (N.) — Verbr.: 
Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Italien, Nordamerika. 

36. Hypocrea contorta (Schwein.) B. et C. auf einem 
Eichenstamm in der läeth bei Bovenden 1846 (B.). — Verbr.: bis- 
her nur Grofbritannien (Foxley Woods), Carolina (Buffalo). 

37. H. citrina (Pers.) Fr. in der Eilenriede bei Hannover 
IX. 1823 (B.) — Verbr.: Deutschland, Schweden, Britannien, 
Belgien, Nordamerika, Ceylon, Tasmanien. 

38. Polystigma rubrum (Pers.) DC. auf lebenden Blättern 
von Prunus Padus bei Münden 1833 (Gr.); — ebenso auf Pr. do- 
mestica bei Ilfeld im Südharz 1843 (L.), bei Gôttingen XI. 1860 
(B.), auf dem KI. Hagen 1889#. (P.), zwischen Appenrode und 
Gelliehausen am Wege 14. IX. 1905 und 28. I. 1906 (R.). — 
Verbr.: Deutschland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Schweiz, Italien, Nordamerika. 

39. Epichloë typhina (Pers) Tul. auf lebenden Halmen 
von Gräsern bei Gôttingen VIIL 1823 (B.), auf der Hürnekuppe 
bei Allendorf VII. 1884 (Falkenberg); — an Agrostis alba 28. VI. 
1894 (P.); — an Poa nemoralis auf der Westseite des Rammels- 
berges im Leineholz bei Nôrten 24. V. 1905 (R.); — an Dactylis 
glomerata bei Güttingen (P.), an der Chaussée zwischen Bursfelde 
und Hemeln 1. VL 1905 (R.); — an Festuca gigantea im Gôüt- 
tinger Walde hinter dem Haïnholzhof 11. VII. 1897 (P.). — Verbr.: 
Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Italien, Sibirien, Nordamerika. 

40. Claviceps purpurea (Fr.) Tul. bei Meensen 1833 (Gr.); 
auf Dactylis glomerata oberhalb Reyershausen 20. X. 1904 (R.), 
bei der Ruine der ,Leisenberger Kirche“ 20. X. 1904 (R.); — auf 
Lolium perenne zwischen Eichenberg und dem Hanstein 11. X. 
1896 (P.), am Rohnsweg bei Güttingen 17. XI. 1899 (P.), oberhalb 
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Eddigehausen 20. X. 1904 (R.), an Koppelwegen zwischen Gôüt- 
tingen und Weende 25. VIII. 1905 (R), zwischen Bovenden und 
der Plesse 7. IX. 1906 (R.), am Fuf des Eschenberges bei Appen- 
rode 14. IX. 1905 (R.), auf dem Hainberg gegen Kerstlingerôder- 
feld 21. IX. 1905 (R.), an der Chaussée nach Holtensen 26. IX. 
1905 (R.), am Wege von Dransfeld nach Barterode 12. XI. 1905 
(R.), am Verbindungswege zwischen Rosdorfer Chaussée und Groner 
Chaussée 19. XI. 1905 (R.); —- auf Festuca gigantea im Haketal 
zwischen Waake und Ebergôtzen 5. XI. 1905 (R.), bei Reinhausen 
zwischen WaldschlüBchen und dem Hurkutstein IX. 1906 (P.); 
— auf Glyceria plicata bei Nôrten 19. VII. 1890 (P.); — auf Se- 
cale cereale unweit Bischhausen bei Witzenhausen 26. VII 1897 
(P.), auf dem Kramberg bei Lenglern 1899 (P.), bei Nôrten und 
Bovenden 1888/1907 (P.), im Werratal bei Oberrieden VII. 1907 
(P.), zwischen Holtensen und Lenglern VII. 1902 (P.); — auf 
Elymus arenarius am Salzigen See bei Wansleben (Eisleben) 
21. IX. 1896 (P.) — Verbr.: Deutschland, Finland, Britannien, 
Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika, Auckland. — [Die Peri- 
thecienträger haben sich im Gôttinger Botanischen Garten mebr- 
mals aus im Freien überwinterten Sklerotien leicht ziehen 
lassen.] 

41. Cordyceps militaris (Linn.) Lk. auf Grasplätzen bei 
Waake 12. X. 1856 (B.), IX. 1860 und XI. 1873 (B.). — Verbr.: 
auf toten Schmetterlingspuppen in Deutschland, Finland, Schweden, 
Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika, Ceylon, Borneo. 

42. C. ophioglossoides (Ehrh.) Lk. auf Elaphomyces 
granulatus bei Münden 1833 (Gr.), in der Eïlenriede bei Hannover 
bei Hanebuttsblock auf sandig-humosem Boden IX. 1844 (B.), 
Prinzenlaube über Wildemann im Oberharz 8. X. 1861 (B.), bei 
Celle in Eichenwäldern (Neustädter Holz) sehr selten IX. 1866 
(N.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Belgien, Frank- 
reich, Britannien, Italien, Nordamerika, Borneo. 


IIL. Sphaeriaceae. 


4. Chaetomieae. 


43. Chaetomium elatum Kunze an feuchten Halmen im 
Botanischen Garten zu Gôüttingen III. 1847 (B.). — Verbr.: ganz 
Europa, Nordamerika. 
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5. Sordarieae. 


44. Sordaria fimicola (Rob.) Sacc. auf Mistkulturen im 
Botanischen Institut zu Gôttingen 1905 (R.). — Verbr.: Deutsch- 
land, Finland, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, Süd- 
amerika. 


6. Trichosphaeriacene. 


45. Coleroa Chaetomium (Kunze) Rbh. [— Venturia 
Kunzei Sacc.] auf Blättern von Rubus spec. in einer Schlucht bei 
Reyershausen 20. X. 1904 (R.); — auf Rubus caesius im Walde 
zwischen Ellershausen und dem Rischenkrug 12. XI. 1905 (R.). — 
Verbr.: Deutschland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Italien. 

46. Herpotrichia nigra Hartig unter dem Schnee auf 
Picea excelsa im Nôrtener Wald 1900 (P.), im Harzgebirge bei 
Oderbrück mit Perithecien 18. V. 1896 (P.), unter der Heinrichs- 
hôhe gegen Schierke, am Kônigsberge über der Eisenbahnstation 
Gütheweg una sonst häufig 1889/1907 (P.) — Verbr.: Norwegen, 
Thüringen, Bayrische Alpen, Bühmerwald. 

47. Lasiosphaeria hirsuta (Fr.) Ces. et de Not. auf faulen- 
dem Holz bei Güôttingen 1835 (B.), im Hainholz bei Gôttingen 
X. 1856 (B.); — auf faulendem Holz von Salix bei der Unteren 
Rodemübhle XI. 1845 (B.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Bri- 
tannien, Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika. 

48. L. Rhacodium (Pers.) Ces. et de Not. auf faulendem 
Holz im Weender Holz bei Güttingen XII. 1866 (B.). — Verbr.: 
Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Italien, Si- 
birien, Carolina, Argentinien. 

49. ?L. biformis (Pers.) Sacc. auf faulendem Holz bei 
Mariaspring XII. 1842 (B.), in der Lieth bei Bovenden XI. 1813 
(B.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Britannien. 

50. Leptospora spermoides (Hoffm.) Fuck. bei Hannover 
1783 (Ehrh.); — auf Baumstümpfen bei Mariaspring 1. IV. 1844 
(Gr.), in Wäldern bei Gôttingen XI. 1845 (B.), im Rodetal 12. IV. 
1856 (B.), in der Lieth bei Bovenden XI. 1868 (J.); — auf 
altem Baumstumpf am Wege von Deppoldshausen zur Plesse 
18. II. 1905 (H. Schmidt) — Verbr.: Deutschland, Finland, 
Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, Portugal, 
Nordamerika. 

51. L. canescens (Pers.) Karst. auf altem Holz beim Dorte 
Alt-Warmbüchen IX. 1849 (Br.). — Verbr.: Deutschland, Fin- 
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land, Schweden, Britannien, Frankreich, New York, Carolina, Cali- 
fornien. , 


7. Melanommenae. 


52. Rosellinia Aquila (Fr.) de Not. auf faulenden Aesten 
bei Weendespring (olim , Weender Papiermühle“) bei Gôttingen 
XII. 1843 (B.). — Verbr.: ganz Europa, Nord- und Südamerika, 
Südasien. 

53. R. thelena (Fr.) Rbh. an entrindeten Zweigen auf dem 
Selter zwischen Einbeck und Alfeld über Varrigsen IV. 1847 (B.). 
— Verbr.: spärlich in ganz Europa. 

54. R. mammiformis (Pers.) Ces. et de Not. auf alten 
Aesten bei Neu Waake zwischen Roringen und dem Südderich 
III. 1843 (B.) — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, 
Belgien, Frankreich, Britannien, Italien, Nordamerika, Ceylon, 
Neuseeland. 

55. Bombardia fasciculata Fr. auf Baumstümpfen in der 
Lieth bei Bovenden XI. 1843 (B.). — Verbr.: fast ganz Europa 
und Nordamerika. 

56. Bertia moriformis (Tode) de Not. in einem hohlen 
Stamm von Salix bei Gôttingen XI. 1831 (B.); — auf altem Holz bei 
Gôttingen Herbst 1835 (B.), in der Lieth bei Bovenden XI. 1843 
nnd 1844 (B.); — an abgestorbenen Fichtenzweigen im Geismarer 
Holz IV. 1856 (B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, 
Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika, Kamtschatka, 
Java. 

57. Melanopsamma pomiformis (Pers.) Sacc. auf altem 
nacktem Holz von Fagus silvatica im Walde zwischen Rodetal 
und Hardenberg 6. V. 1905 (R.). — Verbr.: Deutschland, süd- 
liches Finland, Schweden, Britannien, Frankreich, Oesterreich, 
Italien, Algerien, Nordamerika. 

58. Melamomma Pulvis pyrius (Pers.) Fuck. auf altem 
Holz bei Güttingen 1842 (B.), im Geismarer Holz [auf Fagus] 
III. 1847 (B.), bei Mariaspring X. 1860 (B.); — auf dürrem Holz 
von Fagus silvatica im Plefwalde gegen Reyershausen hin 20. X. 
1904 (R.), im Steinbruch auf der Gräfenburg 12. XI. 1906 (R.); 
— auf abgestorbenen Zweigen von Acer platanoides Waldrand an 
der Chaussée zwischen Dransfeld und Barterode 12. XI. 1904 (R.)., 
— Verbr.: Deutschland, Lappland, Finland, Belgien, Frankreich 
Sibirien, Kamtschatka, Nordamerika. 

59. M. ovoideum (Fr.) Fuck. [— Zignoella ovoidea Sacc.] 
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an Eichenholz gegen die Ruine Plesse III. 1847 (B.). — Verbr.: 
Deutschland, südliches Finland, Schweden. 

60. M. conicum Fuck. [— Zignoella conica Sacc.] auf ent- 
rindeten Zweigen von Sambucus im Botanischen Garten zu Güt- 
tingen XI. 1860 (B.). — Verbr.: nur bei Oestrich im Rheingau, in 
den Vogesen und im Franzôsischen Jura. 


8. Ceratostomene. 


61. Ceratostomella pilifera(Fr.)* dryina (Pers) Wint 
auf faulendem Holz von Quercus in der Lüieth bei Bovenden 
XII. 1843 (B.). — Verbr.: in Deutschland. 

62. C. rostrata (Fr.) Sacc. auf faulenden Baumstümpfen 
im Gôttinger Walde XI. 1845 (B.) — Verbr.: Deutschland, Fin- 
land, Schweden, Frankreich, Italien, Nordamerika, Cuba. 

63. C. cirrhosa (Pers.) Sacc. auf faulendem Laubholz in 
der Lieth bei Bovenden XI. 1860 (B.). — Verbr.: Deutschland, 
Finland, Schweden, Britannien, Amerika. 

64. Ceratosphaeria lampadophora (Berk. et Br. 
Niessl auf morschem Holz von Hedera Helix im Botanischen 
Garten zu Gôttingen 13. IX. 1905 (R.). — Verbr.: nur in Bri- 
tannien, Belgien und Schweiz beobachtet. 


9. Amphisphaeriaceae. 


65. Amphisphäeria applanata (Fr.) Ces. et de Not. auf 
faulen Baumstuken im Gôttinger Walde XI. 1845 (B.). — Verbr.: 
Deutschland, Schweden, Italien. 

66. Trematosphaeria pertusa (Pers.) Fuck. auf abgestor- 
benen Zweigen von Fraxinus excelsior bei Deppoldshausen XI. 1856 
(B.). — Verbr.: nicht selten in Deutschland, Finland, Belgien, 
Frankreich, Britannien, Italien. 


10. Lophiostomeae. 


67. Lophiostoma Arundinis (Fr.) Ces. et de Not. auf 
Halmen von Phragmites communis bei Güttingen II. 1847 (N.), 
IV. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Britannien, Bel- 
gien, Frankreich, Italien. 

68. L. crenatum (Pers.) Fuck. [— Lophiotrema crenatum 
Sacc.] auf trockenem Holz von Betula im Hainholz bei Gôttingen 
III. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Oester- 
reich, Italien. 
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69. L. excipuliforme (Fr.) Ces. et de Not. an dicker 
Rinde von Fagus silvatica in der Lieth bei Bovenden XI. 1861 
(B.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Frankreich, Italien. 

70. L. compressum (Pers.) Ces. et de Not. [— Lophi- 
dium compressum Sacc.] auf dürren Zweïigen von Tilia bei Maria- 
spring XII. 1842 (B.); — auf trockenen Zweigen bei Gôttingen 
III. 1847 (B.); — auf abgeworfenen Zweigen von Fraxinus excel- 
sior bei Gôttingen III. 1847 (B.) — Verbr.: Deutschland, russisch 
Lappland, Finland, Schweden, Britannien, Frankreich, Oesterreich, 
Italien, Sibirien, Südamerika. 


11. Cucurbitarieae. 


71. Cucurbitaria Laburni (Pers.) Ces. et de Not. auf 
abgestorbenen Zweigen von Cytisus capitatus am Hainberg bei 
Gôttingen II. 1847 (N.), IV. 1847 (B.), IV. 1856 (B.); — auf Cy- 
tisus Laburnum bei Witzenhausen VI. 1846 (B.), am Hainberg bei 
Güttingen zwischen Rohns und Warteberg 1888/1907 (P., R.), bei 
der Ruine Plesse 6. V.1906 (R.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, 
Britannien, Belgien, Frankreich, Italien. 

72. C. elongata (Fr.) Gre v. auf abgestorbenen Zweigen von 
Robinia Pseudacacia in Gôttingen 3. XI. 1867 (J.). — Verbr.: 
Deutschland, Britannien, Belgien, Frankreich, Schweiz, Oesterreich, 
Italien, Nordamerika. 


12. Sphaerelloideae. 


73. Stigmatea Robertiani Fr. auf lebenden Blättern von 
Geranium Robertianum bei Ilfeld im Harz VIIL 1843 (L.), an der 
Ruine Plesse II 1869 (J.) — Verbr.: Deutschland, Finland, 
Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Oesterreich, Italien, 
Nordamerika. 

74. Sphaerella conglomerata (Wallr.) Rabh. auf abge- 
fallenen Blättern von Alnus glutinosa bei Güttingen III. 1847 (B.), 
in der Lieth bei Bovenden XII. 1863 (B.). — Verbr.: Deutschland, 
Belgien, Britannien. 

75. Sph. punctiformis (Pers.) Sacc. auf Blättern von 
Quercus in Wäldern bei Gôttingen II. 1839 (B.). — Verbr.: fast 
ganz Europa und Nordamerika. 

76. Sph. maculiformis (Pers) Auersw. auf Blättern 
von Quercus pedunculata und sessiliflora bei Güttingen XI. 1842 
(B.), 3. XI. 1867 (J.). — Verbr.: fast ganz Europa und Nord- 
amcerika. 
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17. Laestadia microspora (Auersw.) Sacc. auf Milium 
effasum an der Ruine Plesse im Walde X. 1905 (P.). — Verbr.: 
nur in Deutschland gefunden. 


13. Pleosporene. 


78. Didymosphaeria conoidea Niessl. auf trockenen Sten- 
geln von Angelica silvestris in der Lieth zwischen Lenglern und 
Bovenden 20. XI. 1904 (R.) — Verbr.: Deutschland, Frankreich, 
Italien. 

79. Leptosphaeria culmicola (Fr.) Auersw. auf dürren 
Grashalmen (Poa pratensis ?) an der Chaussée von Eddigehausen 
nach Reyershausen unterhalb der Burgruine Plesse 10. V. 1905 
(R.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Frankreich. Italien. 

80. L. Coniothyrium (Fuck.) Sacc. auf abgestorbenen 
Zweigen von Menispermum canadense im Botanischen Garten zu 
Güttingen XII. 1846 (B.) — Verbr.: Deutschland. Frankreich, 
Italien. Portugal. 

81. L. culmifraga (Fr.) Ces. et de Not. auf Dactylis 
glomerata am Wege zwischen Dransfeld und Barterode 12. XI. 
1905 (R.). — Verbr.: Deutschland. Lappland. Finland, Schweden, 
Britannien, Belgien. Frankreich, Italien, Nordamerika. 

82. L. sparsa (Fuck.) Sacc. auf Grashalmen bei Güttingen 
II. 1847 (B.). — Verbr.: Schweiz. 

83. L. arundinacea (Sow.) Sacc. auf dürren Halmen von 
Phragmites communis an der Werra bei Witzenhausen und unter- 
balb Witzenhausen 14. X. 1904 (IR) — Verbr.: Deutschland, 
Schweden. Britannien. Belgien. Frankreich. Italien. Nordamerika, 
Kamtschatka, Bornec. 

84. L. Doliolum (Pers) Ces. et de Not. auf trockenen 
Stengeln von Urtica bei Reinhausen III. 1847 (B.); — auf trockenen 
Pflanzenstengeln im Botanischen Garten zu Gôttingen XI. 1860 
(B.); — auf trockenen Stengeln von Angelica silvestris in der 
Lieth zwischen Bovenden und Lenglern 20. XI. 14 (R.): — auf 
Urtica dioica im Dorfe Rimbach bei der Ruine Hanstein 16. XI. 
1904 (R.), am Graben neben der Chaussée von Eddigehausen nach 
Reyershausen unterhalb der Ruine Plesse 10. V.1905 (R.), am Aus- 
gange des Durfes Benniebausen gegen Gelliehausen hin 28. I. 1456 
(R.). — Verbr.: Deutschland. Finland, Schweden, Britannien, Bel- 
gien. Frankreich, Italien. Carolina. 

85. L. dumetorum Niessl. auf abgestorbenen Stengeln von 
Cirsium oleraceum zwischen Lenglern und Bovenden 20. XI. 1%} 
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(R.). — auf Clematis Vitalba zwischen Eddigehausen und Reyers- 
bausen unterhalb der Plesse 10. V. 1905 (R.). — Verbr.: Mähren, 
Britannien, Italien. 

86. L. coniformis (Fuck) Wint. [— Metasphaeria coni- 
formis Sacc.] auf trockenen Aesten von Hedera Helix im Hainholz 
bei Gôttingen XI. 1840 (B.) — Verbr.: nur bei Budenheim auf 
Euphrasia lutea. | | 

87. L. maculans (Desmaz.) Ces. et de Not. auf dürren 
Stengeln von Alliaria officinalis oberhalb Oberbillingshausen auf 
dem Wege von der Ratsburg nach den Lippbergen 10. V. 1905 
(R.). — Verbr.: Deutschland, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Italien, Portugal. 

88. L. planiuscula (Riess) Ces. et de Not. an dürren 
Stengeln von Solidago Virgaurea am Eschenberge bei Bremke 
14. IX. 1905 (R.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweiz. 

89. L. Baggei (Auserw.) Sacc. auf Rinde von Salix an 
der Werra bei Witzenhausen 14. X. 1904 (R.). — Verbr.: Frank- 
furt a. M., Graz, Brünn. 

90. L. acuta (Moug. et Nestl.) Karst. auf dürren Sten- 
geln von Urtica nahe bei Bovenden IV. 1841 (B.), beim Reinsbrunnen 
26. II. 1905 (R.), an den Erdfällen bei Moringen 15. III. 1906 (R.), 
unter dem Rohns bei Gôttingen auf Urtica dioica 6. III. 1907 (R..); 
am Grunde abgestorbener feuchtliegender Stengel von Urtica dioica 
und U. gracilis im Botanischen Garten zu Gôttingen 15. I.1906 (R.). 
— Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, 
Frankreich, Italien, Virginien. 

91. Pleospora vulgaris Niessl. auf Lappa tomentosa im 
Chausséegraben zwischen Landwehr- und Garteschenke 10. VII. 
1905 (R.). — Verbr.: Schweden, Britannien, Frankreich, Mähren, 
Italien. 

92. P. herbarum (Pers) Rabh. auf toten Stengeln von 
Chaerophyllum bulbosum bei Gôttingen (J.); — auf abgestorbenen 
Stengeln von Heracleum Sphondylium im Rohnswäldchen bei Güt- 
tingen 26. IL. 1905 (R.); — auf dürren Stengeln von Solidago 
Virgaurea auf dem Eschenberge bei Bremke 14. IX. 1906 (R.). — 
Verbr.: sehr verbreitet in Deutschland, Finland, Schweden, Spitz- 
bergen, Britannien, Frankreich, Schweiz, Italien, Portugal, Sibirien, 
Nord- und Südamerika, Java, Neuseeland. 

93. Ophiobolus porphyrogonus (Tode) Sacc. an abge- 
storbenen Stengeln im Botanischen Garten zu Gôttingen XI. 1865 
(B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Bel- 
gien, Frankreich, Italien, Nordamerika, Südamerika. 
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9,4. O0. herpotrichus (Fr.) Sacc. an Schilfhalmen bei Gôüt- 
tingen IIL. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, 
Britannien, Frankreich, Italien. 


14. Massarieae. 


95. Massaria inquinans (Tode) Ces. et de Not. auf 
trockenen Zweigen von Pirus communis in Gôüttingen IV. 1847 (B.). 
— Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, 
Frankreich, Italien (sonst nur auf Acer). 


15. Clypeosphaeriaceae. 


96. Clypeosphaeria mamillana (Fr) Lambotte auf 
dürren Zweigen von Cornus bei Gôttingen 1846 (N.). — Verbr.: 
Britannien, Belgien. 

97. Hypospila Pustula (Pers) Karst. auf Blättern von 
Quercus über Elliehausen IV. 1847 (B.), im Güttinger Walde 
14. IV. 1847 (Gr). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, 
Britannien, Belgien, Italien, Amerika. 


16. Gnomonieae. 


98. Gnomonia setacea(Pers.) Ces. et deNot. auf dürren 
Blättern von Tilia in Gôttingen XII. 1842 (B.), bei ,Kochslust“ 
XI. 1844 (B.). — Verbr.: ganz Europa. 

99. G. vulgaris Ces. et de Not. [— Gnomoniella vulgaris 
Sacc.] auf faulenden Blättern von Corylus Avellana im Gôttinger 
Walde IV.1847 (B.). — Verbr.: fast ganz Europa und Nordamerika. 

100. Cryptoderis melanostyla (DC) Wint. [— Gnomo- 
niella melanostyla Sacc.] auf abgestorbenen Lindenblättern bei K1. 
Lengden 14. IV. 1847 (Gr.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, 
Frankreich, Nordamerika. 


17. Valseae. 


101. Diaporthe linearis (Nees) Nitschke auf dürren 
Stengeln von Solidago Virgaurea im Steinbruch am Eschenberge 
bei Appenrode 14. X. 1905 (R.) — .Verbr.: Deutschland, Oester- 
reich, Belgien. 

102. D. fasciculata Nitschke auf abgestorbenen Zweigen 
von Robinia Pseudacacia am Kreuzberg bei Gôttingen 16. II. 1908 
(P.). — Verbr.: Deutschland, Frankreich, Italien, Südamerika. 
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103. D. dryophila(Niessl) Sacc. auf abgestorbenen feucht- 
liegenden Zweigen von Quercus am Kuhberge bei Esebeck 29. XI. 
1904 (R.). — Verbr.: nur in Steiermark bei Voitsberg. 

104. D. leiphaema (Fr.\ Sacc. auf abgestorbenen Zweigen 
von Quercus bei Gôttingen 1842 (B.), in der Nähe von Zella bei 
Münden 14. X. 1904 (R.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Bri- 
tannien, Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika. 

105. D. fibrosa (Pers.) Fuck. auf Zweigen von Pranus 
spinosa bei Gôttingen 1847 (N.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, 
Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, auf Rhamnus cathartica. 

106. D. Strumella (Fr.) Fuck. auf abgestorbenen Zweigen 
von Ribes rubrum im Botanischen Garten zu Gôttingen XI. 1345 
(B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien. Bel- 
gien, Frankreich, Italien, Nordamerika. 

107. D. Betuli Pers.) Wint. auf trockenen Zweigen von 
Carpinus Betulus dicht am Hainholzhof bei Gôttingen IV. 1347 
(B.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Belgien. Frankreich, 
Italien. 

108. D. salicella (Fr.) Sacc. auf abgestorbenen Zweigen 
von Salix bei Gôttingen X. 1867 (J.) — Verbr.: Deutschland, 
Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Oesterreich, Italien. 
Nordamerika. 

109. D. conjuncta (Nees) Fuck. auf trockenen Zweigen 
von Corylus Avellana im Geismarer Holz I. 1366 (B.) — Verbr.: 
Deutschland, Schweden, Belgien, Italien. 

110. D. Hystrix (Tode) Fuck. auf trockenen Zweigen von 
Acer Pseudoplatanus bei Hannover 1793 (Ehrhart. — Verbr.: 
Vogesen, Norditalien (Belluno). 

111. Mamiania fimbriata (Pers) Ces. et de Not. 
{= Gnomoniella fimbriata Sacc.| auf Carpinus Betulus bei Gôttingen 
XI. 1340 (B.), XI. 1842 (B,), in der Lieth bei Bovenden XI. 1864 
(B.), XI 1867 (J.). — Verbr.: fast ganz Europa und Nordamerika. 

112. Valsa spinosa (Pers) Nitschke [— Eutypa spinosa 
Sacc.] an faulen Baumwurzeln auf dem Selter zwischen Einbeck 
und Alfeld IV. 1827 (B.). — Verbr.: fast ganz Europa und Nord- 
amerika. 

113. V. Eatypa (Achar.) Nitschke [= Eutypa Acharii 
Tal.| auf entrindeten Zweigen von Tilia im Botanischen Garten 
zu Güttingen IV. 1847 (B.). — Verbr.: ganz Europa und Nordamerika. 

114. V. flavovirens Nitschke [— Eutypa flavovirescens 
(Hotfm) Tul.] auf dürrem Holz und abgefallenen Zweigen bei 
Gôttingen XII. 1342 (B.r, im Rodetal III. 1847 (B.), auf dem Hohen- 
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hagen X. 1856 (B.), XI. 1865 (B.), auf dem Selter zwischen Alfeld 
und Einbeck IV. 1847 (B.), bei UnterlüB 2. IX. 1856 (B.) — 
Verbr.: in ganz Europa. 

115. V. lata (Pers.) Nitschke [— Eutypa lata Sacc.] auf 
altem Holz im Selter zwischen Einbeck und Alfeld IV. 1847 (B.). 
— Verbr.: fast ganz Europa und Nordamerika. 

116. V. eunomia (Fr.) Nitschke [— Cryptosphaeria mille- 
punctata Grev.] auf abgeworfenen Zweigen von Alnus über Var- 
rigsen im Selter IV. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, 
Britannien, Frankreich, Italien, Portugal. 

117. V. stellulata Fr. [— Eutypella stellulata Sacc.] auf 
abgeworfenen Zweigen von Ulmus bei Gôttingen 1845 (N.) — 
Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frank- 
reich, Italien, Nordamerika. 

118. V. dolosa (Fr) Nitschke auf entrindeten Zweigen 
im Botanischen Garten zu Gôttingen 1847 (N). — Verbr.: nur 
bei Münster beobachtet. 

119. V. salicina (Pers.) Fr. auf trockenen Zweigen von 
Salix in Gôttingen XI. 1842 (B.), an der Werra oberhalb und unter- 
halb Witzenhausen 14. X. 1904 (R.); — auf Salix vitellina am 
Wendebach bei Reinhausen 22. X. 1904 (R.). — Verbr.: fast ganz 
Europa und Nordamerika. 

120. V. ambiens (Pers.) Fr. auf abgestorbenen Zweigen 
von Crataegus in Gôttingen XII. 1842 (Gr.); — auf abgeworfenen 
faulenden Zweigen in Gôttingen III. 1847 (B.); — auf Rinde von 
Pirus Malus in Gôttingen II. 1847 (B.). — Verbr.: ganz Europa. 

121. V. Persoonii Nitschke [— V. leucostoma (Pers.) 
Fr.] auf abgestorbenen Zweigen von Prunus Cerasus im Botanischen 
Garten zu Gôttingen XII. 1843 (B.). — Verbr.: fast ganz Europa 
und Nordamerika. 

122. V. nivea (Pers.) Fr. auf Baumrinde in Gôttingen 1841 
(B.); auf Rinde von Populus bei Mariaspring 1. IV. 1844 (Gr.). — 
Verbr.: fast ganz Europa und Nordamerika. 

123. V. cincta Fries auf abgeworfenen Zweigen von Prunus 
avium auf dem Hainberg bei Gôttingen 1. XII. 1861 (B.. — 
Verbr.: Deutschland, Schweden, Frankreich. 

124. V.ceratophora Tul. * Rosarum de Not. auf dürren 
Aesten von Rosa am Kuhberg bei Elliehausen 20. XI. 1906 (R.). 
— Verbr. der Art: ganz Europa, Nordamerika, Ceylon; — der 
Varietät: Deutschland, Britannien, Frankreich, Italien. 

125. Anthostoma Xylostei (Pers) Sacc. auf trockenen 
Zweïigen von Lonicera Xylosteum bei Mariaspring XII. 1842 (B.), 
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1. IV. 1844 (Gr.), bei Gôttingen X. 1867 (J.). — Verbr.: Deutsch- 
land, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, 
Algerien. 


18. Melanconideae. 


126. Hercospora Tiliae (Pers) Fr. auf abgestorbenen 
Zweigen von Tilia im Botanischen Garten zu Güttingen XI. 1846 
(B.), bei KI. Lengden 14. IV. 1847 (Gr.), an der Hube bei Einbeck 
IV. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Bri- 
tannien, Belgien, Frankreich, Italien. 

127. Pseudovalsa lanciformis (Fr.) Ces. et de Not. an 
Rinde von Betula alba in Weendespring bei Gôttingen III. 1847 
(B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Bel- 
gien, Frankreich, Italien, Sibirien. 


19. Melogrammenae. 


128. Melogramma spiniferum(Wallr.) de Not. auf Rinde 
von Fagus silvatica in der Läüeth bei Bovenden XI. 1861 (B.), 
11. III. 1867 (J.), auf Rinde der Wurzeln von Fagus bei der Ruine 
Plesse 6. XI. 1904 (R.), auf dem Hohenhagen bei Dransfeld XI. 1865 
(B.); — am Grunde eines noch grünen Stumpfes von Fagus im 
Wald zwischen Deppoldshausen und der Plesse 6. V. 1905 (R.), 
ebenso am Mühlenberge bei Bremke 14. IX. 1905 (R.); — auf der 
Rinde eines kleinen Stämmchens von Fagus auf der Gräfenburg bei 
Barterode 12. XI. 1906 (R.), auf Buchenästen auf dem Kanstein 
bei Salzhemmendorf IV. 1840 (B.) — Verbr.: Deutschland, Bri- 
tannien, Frankreich, Italien. 

129. M. ferrugineum (Pers.) Ces. et de Not. [— Sillia 
ferruginea Karst.] auf abgefallenen Zweigen von Crataegus am 
Haïinholzhof bei Gôttingen IV. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, 
Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, Nord- 
amerika. 


20. Diatrypene. 


130. Quaternaria Per soonii Tul. auf abgestorbenen Zweigen 
von Fagus silvatica bei Gôttingen XI. 1842 (B.), in einer Schlucht 
in der Nähe von Zella bei Münden 14. X. 1904 (R.), am Mübhlen- 
berge bei Bremke 14. XI. 1905 (R.), im Siebertal bei Herzberg im 
Harz 8. X. 1907 (P.). — Verbr.: Schweden, Britannien, Belgien, 
Frankreich, Schweiz, Italien, Nordamerika. 
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131. Q. dissepta (Fr.) Tul. auf dürren Zweigen bei Güt- 
tingen III. 1847 (B.). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Belgien, 
Frankreich, Nordamerika. 

132. Diatrypella quercina (Pers) Nitschke auf dürrem 
Holz von Quercus am Westberg bei Harste 8. VII. 1905 (R.), am 
Waldrande oberhalb Geismar 16. IX. 1905 (R.), dicht bei 
Appenrode 14. IX. 1906 (R.). — Verbr.: ganz Europa und Nord- 
amerika. 

133. D. aspera (Fr.) Nitschke auf der Rinde trockener 
Zweïige von Fagus silvatica im Plefwalde gegen Reyershausen 
20. X. 1904 (R.), im Bremkertal 20. XI. 1904 (Quelle), beim Basalt- 
steinbruch auf der Gräfenburg 12. XI. 1905 (R.) — Verbr: 
Deutschland, Schweden, Britannien, Frankreich, Italien, Nord- 
amerika. 

134. D. verruciformis (Ehrh.) Nitschke auf dürren 
Aesten bei KI. Lengden 14. XI. 1847 (Gr.), im Botanischen Garten 
zu Gôüttingen XI. 1865 (B.), bei Gôttingen IL. 1869 (J.). — Verbr.: 
ganz Europa, Nordamerika, Südamerika. 

1385. Diatrype Stigma (Hoffm.) de Not. auf Zweigen von 
Fagus silvativa bei Diemarden III. 1847 (B.), bei Gôttingen IV. 1856 
(B.), am Kuhberg bei Elliehausen 20. XI. 1904 (R.); — auf altem 
Holz an der Werra bei Witzenhausen 14. X. 1904 (R.); — auf 
Crataegus oxyacantha am Kuhberg bei Elliehausen 20. X. 1904 
(R.); — bei Hannover (Ehrhart). — Verbr.: ganz Europa, Sibirien 
und Nordamerika. 

136. D. disciformis (Hoffm.) Fr. auf dürren Zweigen von 
Fagus silvatica bei Gôttingen Il. 1839 (B.), auf dem Hohenhagen 
bei Dransfeld III. 1868 (J.), an der Ratsburg bei Reyershausen 
10. V. 1905 (R.), im Bramwald bei der Ruine Bramburg 1. VI. 
1903 (R.), im Bremkertal vom Waldschlôfichen gegen die Gleichen 
22. X. 1904 (R.), im PleBwalde gegen Reyershausen 20. X. 1904 
(R.), auf der Gräfenburg dicht beim Steinbruch 12. XI. 1905 (R.), 
auf dem Hainberg bei Gôttingen 13. VI. 1903 (R.), am Mübhlenberg 
bei Bremke 14. IX. 1905 (R.), auf dem Knüll 30. VII. 1905 (R.), 
im Siebertal bei Herzberg im Harz 3. X. 1907. (P.), Waldrand 
zwischen Barterode und Dransfeld 12. XI. 1905 (R.) — Verbr.: 
ganz Europa und Nordamerika. 

137. D. bullata (Hoffm.) Fr. auf trockenem Holz bei 
Hannover (Ehrhart). — Verbr.: spärlich in ganz Europa und Nord- 
amerika. 
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21. Xylarieae. 

138. Hypoxylon udum (Pers) Fr. auf morschem Holz von 
Quercus bei der Papiermühle von Eberhausen 15. X. 1856 (B.), auf 
dem Selter zwischen Einbeck und Alfeld IV. 1847 (B.). — Verbr.: 
Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Italien, Ostindien, Borneo. 

139. H. semiimmersum Nitschke auf Rinde von Fagus 
silvatica im Walde zwischen Weende und Deppoldshausen 
20. VI. 1904 (R.). — Verbr.: bisher nur bei Münster und Oestrich 
und in Neuseeland. 

140. H. serpens (Pers.) Fr. auf morschem Holz von Salix 
nahe bei Geismar XIL. 1842 (B.), bei UnterlüB 2. IX. 1856 (B.), — 
auf morschem Holz von Fagus oberhalb Reyershausen 20. X. 1904 
(R.), auf der Gräfenburg bei Barterode 12. XI.1905 (R.) — Verbr.: 
ganz Europa, Sibirien, Borneo, New-Jersey, Alabama, Californien, 
Argentinien. 

141. H. multiforme Fr. auf altem Holz nahe bei Westerhof 
IV. 1843 (B.), bei Mariaspring X. 1860 (B.); — auf altem Stumpf 
(Hirnschnitt) von Fagus silvatica im Walde zwischen dem Rodetal 
und Hardenberg 6. V. 1905 (R.). — Verbr.: ganz Europa, Kam- 
tschatka, Nordamerika, Ostindien, Nepal. | 

142. H. cohaerens (Pers.) Fr. auf dicker Rinde von Fagus 
silvatica bei Gôttingen Herbst 1835 (B.). — Verbr.: Deutschland, 
Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Schweiz, Italien, New- 
York, Carolina, Borneo, Java. 

143. H. rubiginosum (Pers) Fr. auf Holz von Fraxinus 
excelsior am Hohenhagen bei Dransfeld X. 1856 (B.), Selter zwischen 
Einbeck und Alfeld IV. 1847 (B.). — Verbr.: fast ganz Europa, 
Taurien, Algerien, Carolina, Texas, Californien, Cuba, Java, Ceylon. 

144. H. fuscum (Pers.) Fr. auf Alnus? bei Gôttingen XI. 1841 
(B.), an der Werra bei Witzenhausen 14. X. 1904 (R.); — auf 
trockenen Aesten von Alnus im Walde zwischen Reyershausen und 
Sudershausen 20. X. 1904 (R.); — auf Buchenrinde bei Gôttingen 
1841 (B.);, — Hannover (Ehrhart); — Selter zwischen Einbeck und 
Alfeld IV. 1847 (B.); — auf Corylus Avellana bei Adelebsen 16. 
IV. 1851 (Gr.), im Gôsselgrunde des Gôttinger Waldes 5. X. 1904 
(R.), auf dürrem berindetem Holz von Corylus am Wege von Drans- 
feld zur Gräfenburg 12. XI. 1906 (R.). — Verbr.: ganz Europa, 
Nordamerika, Afrika. 

145. H. Botrys Nitschke auf altem Holz im Rodetal bei 
Nôrten IIT. 1847 (B.). — Verbr.: nur Schwerin, Münster, Oestrich. 
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146. H. coccineum Bill. auf dicker Rinde von Fagus silva- 
tica beim Forsthaus Grimmerfeld im Solling 9. X. 1904 (R.), auf 
altem Buchenstumpf am Steinbruch auf der Gräfenburg nach Barte- 
rode zu 12. XI. 1905 (R.), auf trockenen Buchenästen im Bramwald 
bei der Bramburg 1. VI. 1905 (R.), im Siebertal bei Herzberg 
3. X. 1907 (P.), an der Mackenrüder Spitze 21. IX. 1905 (R.); — 
auf dürren Aesten von Alnus an der Werra gegenüber Zella bei 
Münden 14. X. 1904 (R.). — Verbr.: fast ganz Europa, Nord- 
amerika, arktisches Amerika, Cuba, Ostindien, Tasmanien. 

147. Ustulina vulgaris Tul. an alten Baumstümpfen an der 
Ratsburg 12. V. 1838 (Gr.), in der Lieth bei Bovenden XI. 1864 
(B.), bei Güttingen 3. II. 1867 (J.), im PleBwalde XII. 1888 (P.), 
im Walde bei Eddigehausen 12. III. 1898 (P.), im Botanischen 
Garten zu Gôttingen 9. V. 1898 (P.), im Nôürtener Walde IV. 1890 
(P.), Gräfenburg bei Barterode auf Buchenstuken 12. XI. 1905 
(R.), auf dem Hainberg 5. III 1905 (P.) — Verbr.: ganz 
Europa, Nordamerika, Cuba, Guiana, Venezuela, Juan Fernandez, 
Ceylon. 

148. Poronia punctata(L.) Fr. auf altem Pferdemist zwischen 
Bemerode und Anderten bei Hannover Frübling 1827 (B.). — Verbr.: 
Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, 
Dalmatien, Sibirien, Natal. 

149. Xylaria Hypoxylon (L.) Gre v. an alten Baumstümpfen 
bei Hannover (Ehrhart), in der Lieth bei Bovenden XI. 1868 (J.), 
im Walde gegen Mackenrode 9. IX. 1889 (P.), im Botanischen 
Garten zu Gôttingen an Salix 25. I. 1892, an Fagus silvatica 
20. XII. 1907 (P.), im Gôttinger Walde 1902 und 12. X. 1903 (P.), 
im Gôsselgrund bei Kerstlingerüderfeld 5. X. 1904 (R.), im Bremker- 
tal zwischen Waldschlôfichen und Gleichen 22. X. 1904 (R.), an der 
Langen Nacht bei Gôttingen XI. 1907 massenhaft (P.), bei Kerst- 
lingerôderfeld, Gr. Lengden, im Plesseforst etc. 1888/1907 sehr 
häufig (P.) — Verbr.: ganz Europa, Nordamerika, Südamerika, 
Cuba, Südasien, Java, Natal, Australien. 

150. X. carpophila (Pers.) Fr. auf alten Fruchthüllen von 
Fagus silvatica bei Münden 1832 (B.), im Rodetal IV. 1864 (B.), 
auf dem Langfast bei Northeim 20. X. 1904 (R). — Verbr.: 
Deutschland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, 
Nordamerika, Ceylon. 

151. X. digitata (L.) Grev. an altem Holz bei Güttingen 
16. VI. 1896 (Augener). — Verbr.: Deutschland, Schweden, Bri- 
tannien, Frankreich, Schweiz, Italien, Nordamerika, Brasilien, 
Ceylon, Java. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Hoft L 4 
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152. X. longipes Nitschke an Kübeln aus Eichenholz in 
den Gewächshäusern des Botanischen Gartens zu Gôttingen 1888/1907 
(P.) [ebenso zu München, Berlin etc.]. — Verbr.: sonst an abge- 
fallenen Aesten von Acer Pseudoplatanus, Fagus und Carpinus in 
Westfalen und Rheinpreufen. 

153. X. polymorpha (Pers.) Grev. an altem Holz bei 
Meensen (Wissmann), im Gôttinger Walde 1902 (P.), auf altem 
Buchenstumpf am Aufstieg zur Ruine Plesse von Mariaspring aus 
6. IX. 1905 (R.), hinter dem Hainholzhof gegen den Gerberstieg 
hin bei Gôttingen 24. X. 1905 (H. Schmidt), im Botanischen Garten 
an Eichenholz 1894 und IX. 1906 (P.), auf dem Albanikirchhof an 
altem Laternpfahl 23. VII. 1906 (Quelle). — Verbr.: ganz Europa. 
Nordamerika, Südamerika, Südasien, Java, Australien, Tasmanien. 

* acrodactyla Nitschke an einem kranken Citrus im 
Botanischen Garten XII. 1907 (P.). 

* hypoxylea Nitschke an Eichenkübeln im Botanischen 
Garten XII. 1907 (P.). 


IV. Dothideaceae. 


21. Dothidenae. 


154. Phyllachora Graminis (Pers.) Fuck. auf Elymus euro- 
paeus am Hohenhagen 1841 (B.), bei Neu-Waake zwischen Roringen 
und Sôdderich XI. 1865 (B.), im Gôttinger Walde 5. XI. 1905 (R.), 
am Wege von der Lengdener Burg nach Gr. Lengden 28. I. 1906 
(R.); — auf Triticum repens auf dem Haïinberg bei Gôttingen 
81. I. 1906 (R.); — auf Gräsern am Wege nach dem Kaiser Wil- 
helm-Park bei Gôttingen 8. XII. 1905 (R.). — Verbr.: Deutschland, 
Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, Por- 
tugal, Sibirien, Dekkan, Ceylon, Nordamerika, Cuba, Südamerika. 

156. Ph. Junci (Fr) Fuck. auf Juncus glaucus am Hain- 
bolzhof bei Gôttingen IV. 1847 (B.) — Verbr.: Deutschland, 
Finland, Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, 
Amerika. 

166. Ph. Heraclei (Fr.) Fuck. auf Blättern von Heracleum 
Sphondylium am Fuf des Hainberges bei Gôttingen XI. 1866 (B.). 
— Verbr.: Deutschland, Britannien, Belgien, Frankreich, Italien, 
Sibirien. 

157. Ph. Podagrariae (Roth) Karst. auf lebenden Blät- 
tern von Aegopodium Podagraria bei Weendespring XII 1843 
(B.), am Hohenhagen bei Dransfeld XI. 1865 (B.), bei Güttingen 
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X. 1867 (J.) — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Bri- 
tannien, Belgien, Frankreich, Italien. 

158. Ph. Angelicae (Fr.) Fuck. auf Blättern von Angelica 
silvestris in der Lieth bei Bovenden XI. 1868 (B., J.). — Verbr.: 
Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, Frankreich, Italien, 
Sibirien, nôrdliche Mongolei, Kamtschatka. 

159. Ph. Trifolii (Pers.) Fuck. auf Blättern von Trifolium 
spec. bei Neu-Waake zwischen Roringen und dem Südderich XI. 
1865 (B.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, 
Belgien, Frankreich, Nordamerika, Sibirien. 

160. Dothidea Sambuci(Pers.) Fr. auf dürren Zweigen von 
Sambucus nigra bei Meensen 1832 (B.) — Verbr.: Deutschland, 
Schweden, Britannien, Belgien, Frankreich, Siebenbürgen, Italien, 
Nordamerika. 

161. D. ribesia (Pers) Fr. [— Plowrightia ribesia Sacc.] 
an dürren Zweigen von Ribes rubrum im Botanischen Garten zu 
Gôttingen XI. 1842 (B.), im Werrathal bei Witzenhausen 14. X. 
1904 (R.). — Verbr.: Deutschland, Finland, Schweden, Britannien, 
Belgien, Frankreich, Italien, Nordamerika. 

162. Scirrhia rimosa (Alb. et Schwein.) Fuck. auf dürren 
Blattscheiden von Phragmites communis am Teich von Gr. Thiers- 
hausen bei Catlenburg 9. VI. 1902 (P.). — Verbr.: Finland, 
Schweden, Britannien, Frankreich, Italien. 


Tuberaceae. 


22. Eutuberacenae. 


163. Tuber aestivum Vitt. in Rotbuchenwäldern bei Witzen- 
hausen VIII. 1884 (S.), beim SchloB Berlepsch 1885 (S.), Weende 
bei Gôttingen 1888 (P.), Everode bei Freden 22. XI. 1890f. (P.), 
im Ith bei Bremke 4. XI. 1898 (P.), im Hainholz bei Gôttingen 
unweit des Hainholzhofes, bei Kerstlingerüderfeld und Gr. Lengden 
XII. 1899 (P.), bei Mollenfelde XI. 1907 (P.). — Verbr.: Deutsch- 
land (Prov. Sachsen, Prov. Hannover, Hessen-Nassau, Anbhalt, 
Schwarzburg-Sondershausen, ?Schlesien, Baden, Elsaf), Bühmen, 
Schweizer Jura, Genf, Norditalien. 

164. T. excavatum Vitt. in Buchenwäldern bei Everode bei 
Freden XII. 1896, 1898#. (P.), am Ith bei Bremke 4. XI. 1898 
(P.). — Verbr.: Deutschland, Bühmen, Schweiz. 

4a* 
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28. Elaphomyceteae. 
165. Elaphomyces granulatus Fr. in Nadelholzwäldern bei 
Münden 1833 (Gr.), Hannover 1844 (B.), Celle 1866 (N.), Wilde- 


mann im Harz 1861 (B.) — Verbr.: Deutschland, Oesterreich, 
Schweiz. 


24. Onygeñene. 


166. Onygena corvina Alb. et Schwein. auf Raubvogelge- 
wôll in der Lieth bei Bovenden X. 1879, 10. III. 1881 (S.). — 
Verbr.: Dänemark (Seeland), Berlin, Leipzig, Schlesien, Schweiz. 


Die Grundgleichungen für die elektromagneti- 
schen Vorgänge in bewegten Kôrpern. 


Von 
Hermann Minkowski. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Dezember 1907. 
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. Anhang: Mechanik nnd Relativitätspostulat. — Raum-Zeit- 
Linien, Eigenzeit, Anpassung des Hamiltonschen Prinzipes, Energiesatz und Be- 
wegungsgleichungen, Gravitation. 


Ueber die Grundgleichungen der Elektrodynamik für bewegte 
Kürper herrschen zur Zeit noch Meinungsverschiedenheiten. Die 
Ansätze von Hertz!) (1890) muBten verlassen werden, weil sich 
herausgestellt hat, daB sie mit verschiedenen experimentellen Er- 
gebnissen in Widerspruch geraten. 

1895 publizierte H. A. Lorentz?) seine Theorie der opti- 


1) Ueber die Grundgleichungen der Elektrodynamik für bewegte Kürper. 
Wiedemanns Ann. 41. p. 369. 1890 (auch in: Ges. Werke Bd. I. p. 256. Leip- 
zig 1892). 

2) Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in 
bewegten Kürpern, Leiden 1895. 
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schen und elektrischen Erscheinungen in bewegten Kôrpern, die, 
auf atomistischer Vorstellung von der Elektrizität fuBend, durch 
ibre grof$en Erfolge die kühnen Hypothesen, von denen sie ge- 
tragen und durchsetzt wird, zu rechtfertigen scheint. Die Lo- 
rentzsche Theorie') geht aus von gewissen ursprünglichen Glei- 
chungen, die an jedem Punkte des ,Athers“ gelten sollen und 
gelangt daraus durch Mittelwertsbildungen über , physikalisch 
unendlich kleine“ Bereiche, die schon zahlreiche , Elektronen “ 
enthalten, zu den Gleichungen für- die Vorgänge in ponderablen 
Kôrpern. 

Insbesondere gibt sich die Lorentzsche Theorie Rechenschaft 
von der Nichtexistenz einer Relativbewegung der Erde gegen den 
Lichtäther ; sie bringt diese Tatsache in Zusammenhang mit einer 
Kovarianz jener ursprünglichen Gleichungen bei gewissen gleich- 
zeitigen Transformationen der Raum- und Zeitparameter, die 
von H. Poincaré?) den Namen Lorentz-Transforma- 
tionen erhalten haben. Für jene ursprünglichen Gleichungen ist 
die Kovarianz bei den Lorentz-Transformationen eine rein ma- 
thematische Tatsache, die ich das Theorem der Relativität 
nennen will; dieses Theorem beruht wesentlich auf der Gestalt 
der Differentialgleichung für die Fortpflanzung von Wellen mit 
Lichtgeschwindigkeit. 

Nun kann man, ohne noch zu bestimmten Hypothesen über 
den Zusammenhang von Elektrizität und Materie sich zu bekennen, 
erwarten, jenes mathematisch evidente Theorem werde seine Kon- 
sequenzen soweit erstrecken, daB dadurch auch die noch nicht er- 
kannten Gesetze in Bezug auf ponderable Kôürper irgendwie eine 
Kovarianz bei den Lorentz-Transformationen übernehmen werden. 
Man äufert damit mehr eine Zuversicht, als bereits eine fertige 
Einsicht, und diese Zuversicht will ich das Postulat der Re- 
lativität nennen. Die Sachlage ist erst ungefähr eine solche, 
als wenn man die Erhaltung der Energie postuliert in Füällen, 
wo die auftretenden Formen der Energie noch nicht erkannt sind, 

Gelangt man hernach dazu, die erwartete Kovarianz als einen 
bestimmten Zusammenhang zwischen lauter beobachtbaren GrôBen 
bei bewegten Kôrpern zu behaupten, so mag alsdann dieser 
bestimmte Zusammenhang das Prinzip der Relativität 
heifen. 


1) Vgl. Encyklopädie der math. Wissenschaften, Bd. V 2, Art. 14. Weiter- 
bildung der Maxwellschen Theorie. Elektronentheorie. 
2) Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXI (1906), p. 129. 
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Diese Unterscheidungen scheinen mir nützlich, um den gegen- 
wärtigen Stand der Elektrodynamik bewegter Kôrper charakte- 
risieren zu kôünnen. 

H. A. Lorentz hat das Relativitätstheorem gefunden und 
das Relativitätspostulat geschaffen, als eine Hypothese, daB Elek- 
tronen und Materie infolge von Bewegung Kontraktionen nach 
einem gewissen (Gesetze erfahren. 

A. Einstein’) hat es bisher am schärfsten zum Ausdruck 
gebracht, daB dieses Postulat nicht eine künstliche Hypo- 
these ist, sondern vielmehr eine durch die Erscheinungen sich 
aufzwingende neuartige Auffassung des Zeitbegriffs. 


Das Prinzip der Relativität jedoch in dem von mir gekenn- 
zeichneten Sinne ist für die Elektrodynamik bewegter Kürper 
bisher noch gar nicht formuliert worden. In der gegenwärtigen 
Abhandlung erhalte ich, indem ich dieses Prinzip formuliere, die 
Grundgleichungen für bewegte Kôrper in einer durch dieses Prinzip 
vôllig eindeutig bestimmten Fassung. Dabei wird sich zeigen, daf 
keine der bisher für diese Gleichungen angenommenen Formen sich 
diesem Prinzipe genau fügt. 

Man sollte vor Allem erwarten, daB die von Lorentz ange- 
genommenen Grundgleichungen für bewegte Kôrper dem Relati- 
vitätspostulate entsprächen. Es zeigt sich indef, daB dieses nicht 
der Fall ist für die allgemeinen Gleichungen, die Lorentz für be- 
liebige, auch magnetisierte Kôrper hat, daB es aber allerdings 
approximativ (unter Vernachlässigung der Quadrate der Ge- 
schwindigkeiten der Materie gegen das Quadrat der Lichtge- 
schwindigkeit) der Fall ist für diejenigen Gleichungen, die Lorentz 
hernach für nichtmagnetisierte Kôrper erschlieft; es kommt aber 
diese spätere Anpassung an das Relativitätspostulat wieder nur 
dadurch zu Stande, daf die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins 
ibhrerseits in einer dem Relativitätspostulate nicht entsprechenden 
Weise angesetzt wird, also durch eine zufällige Kompensation 
zweier Widersprüche gegen das Relativitätspostulat. Indessen 
bedeutet diese Feststellung keinerlei Einwand gegen die mole- 
kulartheoretischen Hypothesen von Lorentz, sondern es wird nur 
klar, daB die Annahme der Kontraktion der Elektronen bei 
Bewegung in der Lorentzschen Theorie schon an einer früheren 
Stelle, als dieses durch Lorentz geschieht, eingeführt werden 
müfte. 


1) Ann. d. Phys. 17, p. 891, 1905. 
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In einem Anhange gehe ich noch auf die Stellung der klas- 
sischen Mechanik zum Relativitätspostulate ein. Eine leicht vor- 
zunehmende Anpassung der Mechanik an das Relativitätspostulat 
würde für die beobachtbaren Erscheinungen kaum merkliche Dif- 
ferenzen ergeben, würde aber zu einem sebr überraschenden Er- 
folge führen: Mit der Voranstellung des Relativitätspostulates schafft 
man sich genau das hinreichende Mittel, um hernach die vollständigen 
Gesetze der Mechanik allein aus dem Satze von der Erhaltung der 
Energie (und Aussagen über die Formen der Energie) zu ent- 
nehmen. 


$ 1. Bezeichnungen. 


Ein Bezugsystem x, y,z2,t rechtwinkliger Koordinaten im 
Raume und der Zeit sei gegeben. Die Zeiteinheit soll in solcher 
Beziehung zur Längeneinheit gewählt sein, da8 die Lichtgeschwin- 
digkeit im leeren Raume 1 ist. 

Obwobl ich an sich vorziehen würde, die von Lorentz ge- 
brauchten Bezeichnungen nicht zu ändern, scheint es mir doch 
wichtig, gewisse Zusammengehôrigkeiten durch eine andere Wabl 
der Zeichen von vorn herein hervortreten zu lassen. Ich werde 
den Vektor 


der elektrischen Kraft &, der magnetischen Er- 
regung %, der elektrischen Erregung e, der 
magnetischen Kraft m 
nennen, soda also €, %, e, m an die Stelle von €, 8, ©, ÿ 
bei Lorentz treten sollen. 


Ich werde mich ferner des Gebrauchs komplexer Grüfen in 
einer Weise, wie dies bisher in physikalischen Untersuchungen 
noch nicht üblich war, bedienen, namentlich statt mit é mit der 
Verbindung it operieren, wobei à die imaginäre Einheit V—1 be- 
deute. Andererseits werden ganz wesentliche Umstände in Evi- 
denz treten, indem ich eine Schreibweise mit Indizes benutzen 
werde, nämlich oft an Stelle von 


Z, Y; ë, ü T;, L; Ta L, 


setzen und hierauf einen allgemeinen Gebrauch der Indizes 1,2, 3,4 
gründen werde. Dabei wird es sich, wie ich ausdrücklich hervor- 
hebe, stets nur um eine übersichtlichere Zusammen- 
fassung rein reeller Beziehungen handeln, und der 
Ubergang zu reellen Gleichungen wird sich überall sofort voll- 
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ziehen lassen, indem von den Zeichen mit Indizes solche mit 
einem Index 4 stets rein imaginäre Werte, solche mit 
keinem Index 4 oder mit zwei Indizes 4 stets reelle Werte 
bedeuten werden. 


Ein einzelnes Wertsystem x, y, z, t bes. x,, x,, x, x, soll ein 
Raum-Zeitpunkt heifen. 


Ferner bezeichne w den Vektor Geschwindigkeit der 
Materie, s die Dielektrizitäts konstante, u die magne- 
tische Permeabilität, © die Leitfähigkeit der Materie, 
sämtlich als Funktionen von x, y, z,t (oder x,, x,, x,, x,) gedacht, 
weiter @ die elektrische Raumdichte, 8 einen Vektor ,elek- 
trischer Strom“, zu dessen Definition wir erst in der Folge (in 
$ 7 und 8) kommen werden. 


Erster Teil. Betrachtung des Grenzfalles Âther. 


8 2. Die Grundgleichungen für den Âther. 


Die Lorentzsche Theorie führt die Gesetze der Elektrody- 
namik der ponderablen Kôrper durch atomistische Vorstellungen 
von der Elektrizität zurück auf einfachere Gesetze; an diese ein- 
facheren Gesetze knüpfen wir hier ebenfalls an, indem wir fordern, 
daf sie den Grenzfall & — 1, u — 1, 6 — 0 der Gesetze für 
ponderable Kôrper bilden sollen. In diesem idealen Grenzfalle 
= uno t0) IE M "mrisein und sollen an 
jedem Raum-Zeitpunkte x, y, z,t die Gleichungen bestehen : 


de 
(D) curl m — 7 oi, 
(11) div e—=°0, 

om 
(III) curle + ET Hun 0. 
(IV) div m — 0. 

Ich will nun schreiben x,,x,, x, x, für æ,y,2,it (à — VW —1), 
weiter 
Os Os Os O4 

für 


elL,, OIU,, OiD,, 1 
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d. s. die Komponenten des Konvektionsstromes ot und die mit à 
multiplizierte Raumdichte der Elektrizität, ferner 


ae fo fin fr fe 13 


M, M, M, — Us — y — 1) 


für 


d. s. die Komponenten von m bez. —ie nach den Axen, endlich 
noch allgemein bei zwei der Reihe 1, 2, 3, 4 entnommenen Indizes 
h, k 


fn = — ns 
also 
fs — mai Le = — fs 1h = —f,, 
fa = li ls = tr" fs —= St 
festsetzen. 


Alsdann schreiben sich die drei in (1) zusammengefaBten Glei- 
chungen und die mit à multiplizierte Gleichung (II): 
open est 4 


ÔT, 1702, 0, 


a CEA a Ôt, 1 De; Was so 
) 
fs + fn + Ôfsa —— 
0x, Ôx, Ôx, @s 
of, 41 Ôf, 42 C2 _ 
Ôx, DE. 0%, " 


Andererseits verwandeln sich die drei in (III) zusammenge- 
faBten Gleichungen, mit —2 multipliziert, und die Gleichung (IV), 
mit —1 multipliziert, in 


2 as) 
ere ta 0 

(B) ae po +3 = 0, 
Re NE Ts 


Man bemerkt bei dieser Schreibweise sofort die vollkom- 
mene Symmetrie des ersten wie des zweiten dieser Glei- 
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chungssysteme in Bezug auf die Permutationen der In- 
dizes 1,2, 3, 4. 


$ 3. Das Theorem der Relativität von Lorentz. 


Die Schreibweïise der Gleichungen (1)— (IV) in der Sym- 
bolik des Vektorkalküls dient bekanntermafien dazu, eine Inva- 
rianz (oder besser Kovarianz) des Gleichungssystems (A) wie des 
Gleichungssystems (B) bei einer Drehung des Koordinatensystems 
um den Nullpunkt in Evidenz zu setzen. Nehmen wir z. B. eine 
Drehung um die z-Axe um einen festen Winkel @ vor unter 
Festhaltung der Vektoren e, mt, t im Raume, führen also anstatt 
Li Ty Ty €, neue Variabeln x!, x}, x!, x, ein durch 


& = TX, COSP+ZX, SINY, & — —2,sinp+r,COsp, À = L, L!, —&,, 
dazu neue GrüBen @;, @;, e;, o!, durch 


Q, — 0,CoOSp+0,sinp, @; —= —p,sinp+@,C0SP, Es — Qu @ = Q, 


neue GrôüBen f},, ...f,, durch 
frs = frs COS P+ fs Sin P, fa —= — fs Sin P + fa COS P, fia — fins 
Tu = fa COS p +f,, sin ®; Fa = En sn p+fu cos ®, Dee = (a 
fun = — {x (h, k — # 2, 8, 4), 


so wird notwendig aus (A) das genau entsprechende System 
(A'), aus (B) das genau entsprechende System (B') zwischen den 
neuen, mit Strichen versehenen Grüfen folgen. 

Nun läBt sich auf Grund der Symmetrie des 
Systems (A) wie des Systems (B) in den Indizes 1, 2, 
8, 4 sofort ohne jede Rechnung das von Lorentz 
gefundene Theorem der Relativität entnehmen. 

Ich will unter y eine rein imaginäre Grüfe verstehen und 
die Substitution 
(1) HD, Li = y 

Zi = %, Cosiÿ+x, siniy, x! ——x,siniÿ+x, cosiÿ 
betrachten. Mittelst 


LA 1+0 
(2)  —itgiÿ — pére, — 4, v = À log nat res 
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wird 


cos 1ÿ — 


ts d'SRs 
PARETE 
wobei —1 <g<1 ausfällt und V1—q* mit dem positiven Vor- 
zeichen zu nehmen ist. Schreiben wir noch 

(8) m = *, T = VÉRE = 4, æ = 

so nimmt daher die Substitution (1) die Grestalt 


; ; . Dre OS —ge+i 
4 d' = &x = y, = ——, l'— 2 —— 
de HE ons f aie VA GE orcot a Ver 1 
mit lauter reellen Koeffizienten an. 


Ersetzen wir nun in den oben bei der Drehung um die z-Axe 
genannten Gleichungen überall 1, 2, 8, 4 durch 8, 4, 1, 2, und gleich- 
zeitig œ durch iy, so erkennen wir, dafi wenn gleichzeitig mit 
dieser Substitution (1) neue Grüfen o!, o!, o;, 0! durch 


Qi = Or QG = 0, 
Os — 0, COS + Q,SinwW, Qi — —0,siniÿ +0,C08 iŸ, 


neue GrôBen f;,, ...f!, durch 


fa = facosib+fsiniv, fi = — fa sinip+fs cos iÿ, fau = fair 
fus = fa COS D + fn Siniÿ, fa = — fax SN Ÿ + fa COS À, fis = fins 
fin = —Î (h, & = 1, 2, 8, 4) 
eingeführt werden, alsdann ebenfalls das System (A) in das genau 
entsprechende System (A'), das System (B) in das genau ent- 


sprechende System (B') zwischen den neuen, mit Strichen verse- 
henen GrôüBen übergehen wird. 


Alle diese Gleichungen lassen sich sofort in rein reelle Gestalt 
umschreiben und man kann das letzte Ergebnis so formulieren : 

Wird die reelle Transformation (4) vorgenommen und werden 
hernach 2’, y',2',t" als ein Bezugsystem für Raum und Zeit an- 
gesprochen, werden zugleich 


! — 40, + 1 | ni (RS 
= = |; D, = —— |; 
LS e ( Vr=gale À ° \Wi=g 


op", = oi, QD —= on, 


erner 
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qe, rm 


sie My PACE. PRE 
(6) me Vi” M, — “Ur ge Ti s—e 
und 

— m+9, am, +e, 
(7) My — — = M, = M, 


nr ONE 


eingeführt'), so kommen hernach für die Vektoren 1’, e’, m’ mit 
den Komponenten m,, id}, W,; €, €, e; Me, M, M, in dem 
neuen Koordinatensystem 2’, y’, ’ und dazu die GrôBe @ç’ genau 
die zu (1) — (IV) analogen Gleichungen Œ)— (IV) zu Stande, und 
zwar geht für sich das System (I), (II) in (1”), (Il), das System 
(ID), (IV) in (II), (LV) über. 

Wir bemerken, daB hier e, —qgm,, y e, die Komponenten 
des Vektors e+[vm] sind, wenn b einen Vektor in Richtung der 
positiven z-Axe vom Betrage |v| — q und [vm] das vektorielle 
Produkt der Vektoren v und m bedeutet. Analog sind dann 
m,+ge, m,—ge., m, die Komponenten des Vektors m—{[ve]. 

Die Gleichungen (6) und (7), wie sie paarweise unter einander 
stehen, kônnen durch eine andere Verwendung imaginärer GrôfBen 
in 


time. — (e,+ im.) cos iÿ +(e,+im,)sinty, 
es +im, — —(e,+im,) sin ip +(e,+im,)cosi, 
er +im, = e,+im, 


zusammengefaft werden, und wir merken noch an, daf wenn 
irgend einen reellen Winkel bedeutet, aus diesen letzten Bezie- 
hungen ferner die Kombinationen 
(8) (ez + ims) cos p + (e,; + im) sin p 

— (e,+im,) cos (g + iv) +(e, + im.) sin (g+1y), 
(9) — (€, + im) sin + (e,; + im) cos 

— — (e,+im,) sin (g+ iv) +(e,+im,) cos (p + y) 


hervorgehen. 


$ 4 Spezielle Lorentz-Transformationen. 


Die Rolle, welche die z-Richtung in der Transformation (4) 


1) Die Gleichungen (5) stehen hier in anderer Folge, die Gleichungen (6) 
und (7) aber in der nämlichen Folge wie die zuvor genannten Gleichungen, die 
auf sie hinauskommen. 


5 
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spielt, kann leicht auf eine beliebige Richtung übertragen werden, 
indem sowohl das Axensystem der x, 7,2 wie das der x',y',#", 
jedes einer und der nämlichen Drehung in Bezug auf sich un- 
terworfen wird. Wir kommen damit zu einem allgemeineren 
Satze. 

Es sei v mit den Komponenten b,, t,, t, ein gegebener Vektor mit 
einem solchen von Null verschiedenen Betrage [v| = q, der 
kleiner als 1 ist, von irgend einer Richtung. Wir verstehen 
allgemein unter d eine beliebige auf v senkrechte Richtung und be- 
zeichnen ferner die Komponente eines Vektors r nach der Rich- 
tung b oder einer Richtung v mit v, bez. vs. 

Anstatt x, y,z2,t sollen nun neue GrôüBen z',y',z',t" in fol- 
gender Weiïse eingeführt werden. Wird kurz r für den Vektor 
mit den Komponenten x, y, z im ersten, ferner 1’ für den Vektor 
mit den Komponenten 2’, y',: im zweiten Bezugsystem geschrie- 
ben, so soll sein für die Richtung von v: 


(10) D = 


für jede auf ov senkrechte Richtung 0: 


(11) TG — LE 
und ferner: 
— fs 
(12) oe D ho, 
Vi—g* 


Die Bezeichnungen r; und tr: hier sind in dem Sinne zu ver- 
stehen, daB der Richtung v und jeder zu v senkrechten Richtung 
v in %,y,2 immer die Richtung mit den nämlichen Richtungs- 
kosinus in 4’, y’, z zugeordnet wird. 

Eine Transformation, wie sie durch (10), (11) (12) mit der 
Bedingung 0 < q < 1 dargestellt wird, will ich eine spezielle 
Lorentz-Transformation nennen, und soll v der Vektor, 
die Richtung von v die Axe, der Betrag von b das Moment 
dieser speziellen Lorentz-Transformation heifen. 

Werden weiter @ und die Vektoren w',e,m in 
z',y, x dadurch definiert, da 

échec CT y El 
(13) ne nr 


Vi— 
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v C— 
(14) 9°, — pers CAL RE ar) 1 


Vi—a* 


ferner') 
"1 e+èm— ali, e+im})s 
(e+im); —= À rnb À SUR PrÉe = Do 
(15) Vi-a 
(e+imh, = (e+im—ilm, e+im]) 


ist, so folgt der Satz, da das Gleichungssystem (I), 
(IT) and (II), (IV) jedesmal in das genau entspre- 
chende System zwischen den mit Strichen ver- 
sehenen GrüBen übergeht. 
Die Auflüsung der Gleichungen (10), (11), (12) führt auf: 
! ! ! ! 
ee CE gg ad Le Ra ML Es 
ee NE de VIT 
Wir schliefen nun eine in der Folge sebr wichtige Bemer- 
kung über die Beziehung der Vektoren mw und w’ an. Es môge 
wieder die schon mehrfach gebrauchte Bezeichnung mit den In- 
dizes 1, 2, 3, 4 herangezogen werden, sodaB wir x:!,x,,x,,æ! für 
2,y',#,w und 0, 0, 0, o{ für oi, ot}, om. to" setzen. Wie 
eine Drehung um die z-Achse, so ist offenbar auch die Transfor- 
mation (4) und allgemeiner die Transformation (10), (11), (12) eine 
solche lineare Transformation von der Determinante +1, 
wodurch 


tie, mi+a+aita, di s+p+s 6 
in 
2 +xs +axi+xl, fi Eds x'+y" Lens 
übergeht. 
Es wird daher auf Grund der Ausdrücke (13), (14) auch 


—(oi+o+o+o) = oe"(1—m—m,—m) = e(L—1v) 
in @' (1—1v"”*) übergehen, oder mit andern Worten 
(18), eVI—r, 


wobei die Quadratwurzel positiv genommen sei, eine Inva- 
riante bei Lorentz - Tronsformationen sein. 

1) Die runden Klammern sollen nur die Ausdrücke zusammenfassen, welche 
der Index betrifft, und [w,e+ im] soll das vektorielle Produkt von &w und 
+im bed euten. 
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Indem wir @,, 0, 6:, ©, durch diese Grôfe dividieren, ent- 
stehen die 4 Werte 
D, w, , _ Î 


== TT — + ————— W, == 
D Len à = Détieonn dt TT RAT 1-1 


zwischen welchen die Beziehung 
(19) Ur + ui + ui + ui = —1 


besteht. Offenbar sind diese 4 Werte eindeutig durch den Vektor 
w bestimmt, und umgekebrt folgt aus irgend 4 Werten w,,w,,w,, w,, 
wobei w,, w,, w, reell, —iw, reell und positiv ist und die Bedin- 
gung (19) statthat, rückwärts gemäB diesen Gleichungen ein- 
deutig ein Vektor w@ von einem Betrage < 1. 

Die Bedeutung von w,, w,, w,, w, hier ist, daf sie die Ver- 
hältnisse von dx,, dx,, dx,, dx, zu 


(20) V=—(dr+ di + dx + de) = dt 11 


für die im Raum-Zeitpunkte x,, x,, x,, «, befindliche Materie 
beim UÜbergang zu zeitlich benachbarten Zuständen derselben 
Stelle der Materie sind. Nun übertragen sich die Gleichungen 
(10), (11), (12) sofort auf die zusammengehôrigen Differentiale 
dx, dy, de, dt und dx’, dy', dz', dt’ und insbesondere wird daher für 
sie 
— (dat + dr? + dat+ dut) = — (dx! + dx! + dr! +dx!°) 

sein. Nach Ausführung der Lorentz-Transformation ist im neuen 
Bezugsystem als Geschwindigkeit der Materie im nämlichen Raum- 
Zeïtpunkte zx’, y’, z',t" der Vektor w’ mit den Verhältnissen 
dx" dy" de’ 
MATE 

Nunmebr ist ersichtlich, daB das Wertsystem 


als Komponenten auszulegen. 


DE Us Li = OU M = Vs Le = Ve 
vermüge der Lorentz-Transformation (10), (11), (12) eben in das- 
jenige neue Wertsystem 
Po ! NE SSES ! ee —_— 
4 — W,, T3 = V,, Lg = Wy) TR = VW, 


übergeht, das für die Geschwindigkeit tv’ nach der Transfor- 
mation genau die Bedeutung hat wie das erstere Wertsystem 
für die Geschwindigkeit vor der Transformation. 
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Ist insbesondere der Vektor t der speziellen Lorentz-Trans- 
formation gleich dem Geschwindigkeitsvektor mw der Materie im 
Raum-Zeïitpunkte x, x,, «, æ, so folgt aus (10), (11), (12): 


Mi 0 0 em QU 0 SW me À. 

Unter diesen Umständen erhält also der betreffende Raum-Zeit- 
punkt nach der Transformation die Geschwindigkeit 1’ + 0, er 
wird, wie wir uns ausdrücken kônnen, auf Ruhe transfor- 
miert. Wir kônnen danach die Invariante eV1—1° passend als 
Ruh-Dichte der Elektrizität bezeichnen. 


$ 5. Raum-Zeit-Vektoren If* und Ilt* Art. 


Indem wir das Hauptergebnis bezüglich der speziellen Lo- 
rentz-Transformationen mit der Tatsache zusammennehmen, daf 
das System (A) wie das System (B) jedenfalls bei einer Drehung 
des räumlichen ;Bezugsystems um den Nullpunkt kovariant ist, 
erhalten wir das allgemeine Theorem der Relativität. Um 
es leicht verständlich zu formulieren, dürfte es zweckmäBig sein, 
zuvor eine Reihe von abkürzenden Ausdrücken festzulegen, wäh- 
rend ich andererseits daran festhalten will, komplexe GrôBen zu 
verwenden, um bestimmte Symmetrien in Evidenz zu setzen. 


Eine lineare homogene Transformation 


D = ti + als + Gti + Gui 

21) La = Oyli À Cgrle + ul + nl 

: Es CAC A ja CT 2: CARE FU at ) 
ÉD: tit Clg + CsTs Lu au 


von der Determinante +1, in welcher alle Koeffizienten ohne 
einen Index 4 reell, dagegen &,, y Guy SOWIie Gi, Œiy Gs Tein 
imaginär (ev. Null), endlich «, wieder reell und speziell = 0 ist 
und durch welche 


gi+at+aitai in attat ta +an 
übergeht, will ich allgemein eine Lorentz-Transformation 
nennen. 


Wird 


! nl PRES FT) he. vec ro vr 888 
Li LI INY E Li =) dé = b 


gesetzt, so entsteht daraus sofort eine homogene lineare Trans- 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math-phys. Klasse. 1908. Ileft 1 b 
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formation von x, y, z, t in x’, y', +, t’ mit lauter reellen Koeffi- 
zienten, wobei das Aggregat 


pps + in TT à + 


übergeht und einem jeden solchen Wertesystem &, y, z, ét mit posi- 
tivemt, wofür dieses Aggregrat — 0 ausfällt, stets auch ein 
positives {’ entspricht; letzteres ist aus der Kontinuität des 
Aggregats in x, y, z,t leicht ersichtlieh. 

Die letzte Vertikalreihe des Koeffizientensystems von (21) 
bat die Bedingung 


(22) æ, + 22 LE (ER + “, = 1 


zu erfüllen. 

Simda, = 0, &, — 0, «,, —= 0, so ist a, —= l'und die .Lo- 
rentz-Transformation reduziert sich auf eine blofe Drehung des 
räumlichen Koordinatensystems um den Nullpunkt. 

Sind «,,, &, &, nicht sämtlich Null und setzt man 


Us © us © Ua Un = VSD, D,:2, 


so folgt aus (22) der Betrag 
g = Vito +ui<1 


Andererseits kann man zu jedem Wertesystem «,,,@& Gt; ty das 
in dieser Weise mit reellen b,, v,, v, die Bedingung (22) erfüllt, 
die spezielle Lorentz-'Transformation (16) mit «,,,4@,,, tu, du 
als letzter Vertikalreihe konstruieren und jede Lorentz-Transfor- 
mation mit der nämlichen letzten Vertikalreihe der Koeffizienten 
kann alsdann zusammengesetzt werden aus dieser speziellen Lo- 
rentz-Transformation und einer sich daran anschliefenden Drehung 
des räumlichen Koordinatensystems um den Nullpunkt. 

Die Gesamtheit aller Lorentz - Transformationen bildet eine 
Gruppe. 

Unter einem Raum-Zeit-Vektor I. Art soll verstanden 
werden ein beliebiges System von vier Grôüfen 9,,0,,0,,0, mit 
der Vorschrift, bei jeder Lorentz - Transformation (21) es durch 
dasjenige System 6, @, @:, op, zu ersetzen, das aus (21) für die 
Werte x!,2,, æ,,x, hervorgeht, wenn für x,,4,,4,,«, die Werte 
Q1: @, O3» ©, genommen werden. 

Verwenden wir neben dem variabeln Raum-Zeit-Vektor I. Art 
L 3 Lys y) L, einen Zweiten solchen variabeln Raum-Zeit- Vektor 
I. Art w,,u,,u,,u, und fassen die bilineare Verbindung 


6 x 
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fs (æ, Us — Lg u,) + fn (x, Uu — ZX, us) dfss (æ, Us — La u,) 
rfi (æ, U,— ZX, u,) + fu (x, U, — 4%, Us) Fa (æ, U, — ZX, us) 
mit sechs Koeffizienten f,,,...f,, auf. Wir bemerken, da diese 
einerseits sich in vektorieller Schreibweise aus den 4 Vektoren 
Li, Li, 3; Us; Fr fa lus PATTES 


und den Konstanten x, und «, aufbauen läft, andererseits symme- 
trisch in den Indizes 1, 2, 3, 4 ist. Indem wir x,, x, &,, «à, 
und w,,u,,4u,,u, gleichzeitig gemäB der Lorentz- Transformation 
(21) substituieren, geht (23) in eine Verbindung 


faits —aiu) + fast — ai us) +f, (ai us — æ u;) 


(23) 


(24) 

+f@u-au)+f,@u-au)+fs(u—x us) 
mit gewissen allein von den 6 Grüfen /,,,...f,, und den 16 Koef- 
fizienten «,,,@,,,...«,, abhängenden 6 Koeffizienten f!,,...f!, über. 


Einen Raum-Zeit-Vektor Il. Art definieren wir als ein 
System von sechs Grüfen fn, fai; far fau four fa Mit der Vorschrift, 
es bei jeder Lorentz-Transformation durch dasjenige neue System 
Las Lans Lion Las lu 1h Zu ersetzen, das dem eben erôrterten Zu- 
sammenhange der Form (23) mit der Form (24) entspricht. 

Das allgemeine Theorem der Relativität betreffend die Glei- 
chungen (1}—(IV), die ,Grundgleichungen für den Âther“, spreche 
ich nunmehr folgendermaBen aus. 

Werden x,7,z2,it (Raumkoordinaten und Zeit xi) einer 
beliebigen Lorentz-Transformation unterworfen 
und gleichzeitig oi,, ot, ow,, te (Konvektionsstrom und La- 
dungsdichte 1) als Raum-Zeit-Vektor I Art, ferner 
M, M, M, — €, — 1€, —te, (magnetische Kraft und elektrische Erre- 
gung <x—i)alsRaum-Zeit-VektorIl. Art transformiert, 
so geht das System der Gleichungen (1), (I) und das 
System der Gleichungen (III), (IV) je in das System 
der entsprechend lautenden Beziehungen zwischen 
den entsprechenden neu eingeführten GrôBen über. 

Kürzer mag diese Tatsache auch mit den Worten angedeutet 
werden: Das System der Gleichungen (I), (II) wie das System der 
Gleichungen (III), (IV) ist kovariant bei jeder Lorentz-Transfor- 
mation, wobei ow, ep als Raum- Zeit - Vektor L. Art, m,—ie als 
Raum-Zeit-Vektor 11. Art zu transformieren ist. Oder noch präg- 
nanter : | 

ow, ie ist ein Raum-Zeit-Vektor 1. Art, m, —ie ist 
ein Raum-Zeit-Vektor IL Art. — 

5 * 
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Ich füge noch einige Bemerkungen hier an, um die Vorstellung 
eines Raum-Zeit-Vektors II. Art zu erleichtern. Invarianten 
für einen solchen Vektor m,—ie bei der Gruppe der Lorentz- 
Transformationen sind offenbar 


(25) me — AE AE mt ot 9 
(26) me = alta Riad) 


Ein Raum-Zeit-Vektor II. Art m,—ie, (wobei m und e reelle 
Raum-Vektoren sind), mag singulär heifen, wenn das skalare 
Quadrat (m— ie) — 0, d. h. m°—e — 0 und zugleich (me) — O0 ist, 
d. h. die Vektoren m und e gleichen Betrag haben und 
zudem senkrecht aufeinander stehen. Wenn solches der 
Fall ist, bleiben diese zwei Eigenschaften für den Raum-Zeit- 
Vektor II. Art bei jeder Lorentz-Transformation erhalten. 

Ist der Raum-Zeit-Vektor IL. Art m,—ie nicht singulär, 
so drehen wir zunächst das räumliche Koordinatensystem so, daf 
das Vektorprodukt [me] in die z-Axe fällt, daf m, = 0, e, — 0 
ist. Dann ist (m,— ie.) + (m, — te,)" + O, also nr < — verschieden 


FA 


von ++ und wir kônnen daher ein komplexes Argument +1 
derart bestimmen, daf 

PE BL 

e,+im, 


tg (+ iv) = 


ist. Alsdann wird mit Rücksicht auf die Gleichung (9) durch die 
zu Ÿ gehôürige Transformation (1) und eine nachherige Drehung 
um die z-Axe durch den Winkel @ eine Lorentz-Transformation 
bewirkt, nach der auch noch m, — 0, e, — O0 werden, also nun- 
mehr m und e beide in die neue x-Linie fallen; dabei sind durch 
die Invarianten m°—e* und (me) die schlieflichen GrôBen dieser 
Vektoren und ob sie von gleicher oder entgegengesetzter Richtung 
werden oder einer Null wird, von vornherein fixiert. 


$ 6. Begriff der Zeit. 


Durch die Lorentz-Transformationen werden gewisse Abände- 
rungen des Zeitparameters zugelassen. Infolgedessen ist es nicht 
mehr statthaft, von der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse 
an sich zu sprechen. Die Verwendung dieses Begriffs setzt viel- 
mebr voraus, daB die Freiheit der 6 Parameter, die zur Angabe 
eines Bezugsystems für Raum und Zeit offen steht, bereits in ge- 
wisser Weise auf eine Freiheit von nur 3 Parametern eingeschränkt 
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ist. Nur weil wir gewohnt sind, diese Einschränkung stark ap- 
proximativ eindeutig zu treffen, halten wir den Begriff der Gleich- 
zeitigkeit zweier Ereignisse als an sich existierend'). In Wabr- 
heit aber sollen folgende Umstände zutreffen. 

Ein Bezugsystem 2,7, 2,t für Raum-Zeitpunkte (Ereignisse) 
sei irgendwie bekannt. Wird ein Raumpunkt À (x,, y,, z) zur Zeit 
t, — O mit einem anderen Raumpunkte P(x, y, z) zu einer anderen 
Zeit t verglichen und ist die Zeitdifferenz {—+{, (es sei etwa 41) 
kleiner als die Länge À P, d.i. die Zeit, die das Licht zur 
Fortpflanzung von À nach P braucht, und ist g der Quotient 
fur 
2F 
mation, die AP als Axe und q als Moment hat, einen neuen Zeit- 
parameter {’ einführen, der (s. Gleich. (12) in $ 4) für beide 
Raum-Zeitpunkte 4,4, und P,t den gleichen Wert t! — 0 erlangt; 
es lassen sich also diese zwei Ereignisse auch als gleichzeitig auf- 
fassen. 

Nehmen wir weiter zu einer und derselben Zeit t, — 0 zwei 
verschiedene Raumpunkte 4, B oder drei Raumpunkte 4, B, C, 
die nicht in einer (eraden liegen, und vergleichen damit einen 
Raumpunkt ? auBerhalb der Geraden AB oder der Ebene ABC zu 
einer anderen Zeit { und ist die Zeitdifferenz { —t, (es sei etwa 
t>t,) kleiner als die Zeit, die das Licht zur Fortpflanzung von 
der Geraden AB oder der Ebene ABC nach P braucht, und q der 
Quotient aus der ersteren und der letzteren Zeit, so erscheinen 
nach Anwendung der speziellen Lorentz-Transformation, die als 
Axe das Lot auf AB, bez. ABC durch P und als Moment q hat, 
alle 3 (beziehungsweise 4) Ereignisse 4,4,; B,t,; (C,t) und P,t 
als gleichzeitig. 

Werden jedoch vier Raumpunkte, die nicht in einer Ebene 
liegen, zu einer und derselben Zeit {, aufgefafit, so ist es nicht 
mehr müglich, durch eine Lorentz -Transformation eine Abände- 
rung des Zeitparameters vorzunehmen, ohne daf der Charakter 
der Gleichzeitigkeit dieser vier Raum-Zeitpunkte verloren geht. 

Dem Mathematiker, der an Betrachtungen über mehrdimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten und andererseits an die Begriffsbil- 
dungen der sogenannten nicht-Euklidischen Greometrie gewohnt ist, 
kann es keine wesentliche Schwierigkeit bereiten, den Begriff der 


<1, so kônnen wir durch die spezielle Lorentz -Transfor- 


1) Ungefähr wie Wesen gebannt an eine enge Umgebung eines Punktes auf 
einer Kugeloberfläche darauf verfallen kônnten, die Kugel sei ein geometrisches 
Gebilde, an welchem ein Durchmesser an sich ausgezeichnet ist. 
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Zeit an die Verwendung der Lorentz - Transformationen zu adap- 
tieren. Dem Bedürfnisse, sich das Wesen dieser Transformationen 
physikalisch näher zu bringen, kommt der in der Einleitung zitierte 
Aufsatz von À. Einstein entgegen. 


Zweïiter Teil. Die elektromagnetischen Vorgänge. 
$ 7. Die Grundgleichungen für ruhende Kôürper. 


Nach diesen vorbereitenden Ausfübhrungen, die wir des etwas 
geringeren mathematischen Apparates wegen an dem idealen 
Grenzfalle &s — 1, u — 1, 6 — 0 entwickelten, wenden wir uns 
jetzt zu den Gesetzen für die elektromagnetischen Vorgänge in 
der Materie. Wir suchen diejenigen Beziehungen, die es — unter 
Voraussetzung geeigneter Grenzdaten — ermôglichen, an jedem 
Orte und zu jeder Zeit, also als Funktionen von x, y, z, t zu finden: 
die Vektoren der elektrischen Kraft ©, der magnetischen Erregung 
D, der elektrischen Erregung e, der magnetischen Kraft m, die 
elektrische Raumdichte op, den Vektor ,elektrischer Strom 8“, 
(dessen Beziehung zum Leïitungsstrom hernach durch die Art des 
Auftretens der Leitfähigkeit zu erkennen sein wird), endlich den 
Vektor w, die Geschwindigkeit der Materie. 

Die fraglichen Beziehungen scheiden sich in zwei Klassen, 

erstens diejenigen Gleichungen, die, wenn der Vektor w als 
Funktion von x,y,z2,t gegeben, also die Bewegung der Materie 
bekannt ist, zur Kenntnis aller anderen eben genannten Grüssen 
als Fanktionen von x, y, z, t hinführen, — diese erste Klasse spe- 
ziell will ich die Grundgleichungen nennen, — 

zweitens die Ausdrücke für die ponderomotorischen 
Kräfte, die durch Heranziehen der Gesetze der Mechanik weiter 
AufschluB über den Vektor w als Funktion von x, 4, 4, t bringen. 

Für den Fall ruhender Kôrper, d.i. wenn w(x, y, 2,t) —0 
gegeben ist, kommen die Theorien von Maxwell (Heaviside, 
Hertz) und von Lorentz zu den nämlichen Grundgleichungen. 
Es sind dies 

1) die Differentialgleichungen, die noch keine auf die 
Materie bezüglichen Konstanten enthalten : 


de 
(1) curl m—- See 8, 
(Li) DE do: 
QT) eu E+ 2 = 0, 


(IV) div M = 0; 
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2) weitere Beziehungen, die den Einflu8 der vorhandenen 
Materie charakterisieren; sie werden in dem vwichtigsten Falle, 
auf den wir uns hier beschränken, für isotrope Kôrper, angesetzt 
in der Gestalt 

(NV) e — 6€, M — um, 8 — 06, 
wobei s die Dielektrizitätskonstante, uw die magnetische Permea- 
bilität, o die Leitfähigkeit der Materie als Funktionen von x, y, # 
und # bekannt zu denken sind. 8 ist hier als Leitungsstrom 
anzusprechen. ; 

Ich lasse nun an diesen Gleichungen wieder durch eine ver- 
änderte Schreibweïise eine noch versteckte Symmetrie hervortreten. 
Ich setze wie in den vorangeschickten Ausführungen 


DR LL —=Y A —=E 4 —=U 
und schreibe 
Si Sg Sg) Sy 
für 
Br Bys Der 20 ) 
ferner 
te Lao Ali rt 
für . . . 
M Us Mes — Ten — 2, — 16, 
und noch 
1 
me pee Ty 12 br 17 
für 


2k,, m,, M, Fa 1, , 16,, 1€, ; 


endlich soll für andere Paare von ungleichen, der Reïihe 1, 2, 3, 4 
entnommenen Indizes h, k stets 


fa = fur Fa = En 
gelten. (Die Buchstaben /, F sollen an das Wort Feld, s an Strom 
erinnern.) 
Dann schreiben sich die Gleichungen (1), (II) um in 
Ôf 9 Of; Of ie 
Ces be E pé 0 
UP fenpalles ps 
Ôx, L Ôx, ui Ocrtes “2 
(A) for 4 D mo (AR 
or 0x, Ôx, ci) 
fa Ofis Of — 
0x, æ Pan fs 


72 Hermann Minkowski, 
und die Gleichungen (III), (IV) schreiben sich um in 
oF, r 0F, ” (spé 


UE ss: as :L side 6 
FF, (CE ON 2) LH 0 

(B) Ôx, Cr 2 2 PT 
ÔF, 0 SFr 

OR 07, Ôx s 
DPRÉGP EE dry ag 


Ôx, 0x, 0x, 


$ 8 Die Grundgleichungen für bewegte Kôürper. 


Nunmehr wird es uns gelingen, die Grundgleichungen für be- 
liebig bewegte Kôrper in eindeutiger Weise festzustellen, aus- 
schlieflich mittelst folgender drei Axiome: 

Das erste Axiom soll sein: 

Wenn eine einzelne Stelle der Materie in einem Momente 
ruht, also der Vektor w für ein System x,y,2,t Null ist, — die 
Umgebung mag in irgend welcher Bewegung begriffen sein —, so 
sollen für den Raum-Zeitpunkt x, y, z,t zwischen o, den Vektoren 
8,e,m, €, M, und deren Ableitungen nach 7, y, z,t genau die Be- 
ziehangen (A), (B), (V) statthaben, die zu gelten hätten, falls alle 
Materie ruhte. 

Das zweite Axiom soll sein: 

Jede Geschwindigkeit der Materie ist < 1, kleiner 
als die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes 
im leeren Raume. 

Das dritte Axiom soll sein: 

Die Grundgleichungen sind von solcher Art, daf 
wenn %, y,z,ùt irgend einer Lorentz-Transformation 
unterworfen und dabei einerseits m,—1e, andererseits 
M, —1€ je als Raum-Zeit-Vektor IL. Art, 8,9 als Raum- 
Zeit-Vektor I. Art transformiert werden, die Glei- 
chungen dadurch in die genau entsprechend lautenden 
Gleichungen zwischen den transformierten Grôfen 
übergehen. 

Dieses dritte Axiom deute ich auch kurz mit den Worten 
an : 

m,—ie und M, —1E sind je ein Raum-Zeit-Vektor II. 
Art, 8,îe ein Raum-Zeit-Vektor I. Art, 
und dieses Axiom nenne ich das Prinzip der Relativität. 
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Diese drei Axiome führen uns in der Tat von den vorhin ge- 
nannten Grundgleichungen für ruhende Kôrper in eindeutiger 
Weise zu den Grundgleichungen für bewegte Kôrper. 

Nämlich nach dem zweiten Axiom ist in jedem Raum - Zeit- 
punkte der Betrag des Geschwindigkeitsvektors |10| < 1. Infolge- 
dessen kônnen wir dem Vektor iv stets umkehrbar eindeutig das 
Quadrupel von GrüBen 


CRETE ES LAN Dane, pales De 0, = S 

0 VI VTT et one brel hé) lili 
zuordnen, zwischen denen die Beziehung 
(27) US HU + US + ui = —1 


statthat. Aus den Ausführungen am Schlusse des $ 4 ist er- 
sichtlich, da dieses Quadrupel sich bei Lorentz-Transformationen 
als Raum-Zeit-Vektor I. Art verhält, und wir wollen es den 
Raum-Zeit-Vektor Geschwindigkeit nennen. 

Fassen wir nun eine bestimmte Stelle x, y,z der Materie zu 
einer bestimmten Zeit é auf. Ist in diesem Raum - Zeitpunkte 
w — 0, so haben wir für ihn nach dem ersten Axiom unmittelbar 
die Gleichungen (A), (B), (V) aus $ 7. Ist in ihm w + 0, so exi- 
stiert, weil |m| < 1 ist, nach (16) eine spezielle Lorentz-Trans- 
formation, deren Vektor v gleich diesem Vektor 1 (x, y, z,t) ist, 
und wir gehen allgemein zu einem neuen Bezugsystem 2’, y', 2, t” 
gemäB dieser bestimmten Transformation über. Für den be- 
trachteten Raum-Zeitpunkt entstehen dabei, wie wir in $ 4 sahen, 
die neuen Werte 


(28) wi = 0, j =00, w, = 0, w = i, 


und also der neue Geschwindigkeitsvektor tW’ = 0, der Raum- 
Zeitpunkt wird, wie wir uns dort ausdrückten, auf Ruhe 
transformiert. Nun sollen nach dem dritten Axiom aus den 
Grundgleichangen für den Raum-Zeitpunkt x, y, z,t dabei die 
Grundgleichungen für das entsprechende System 2’, y’, z',t', ge- 
schrieben in den transformierten GrôBen 1’, e', 8',e’, m', €’, M” 
und deren Differentialquotienten nach 2, y',z',t' hervorgehen. 
Diese letzteren Gleichungen aber müssen, nach dem ersten Axiom, 
weil jetzt wù’ — 0 ist, genau sein: 

1) diejenigen Differentialgleichungen (A), (B'), die aus (A) 
und (B) einfach dadurch hervorgehen, da8 alle Buchstaben dort 
mit einem oberen Strich versehen werden, 

2) die Gleichungen 
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wobei &,u, 6 Dielektrizitätskonstante, magnetische Permeabilität, 
Leitfähigkeit für das System 2’, y, z,{', d. i. also im betrachteten 
Raum-Zeitpunkte x, y, z,t der Materie sind. 

Jetzt gehen wir durch die reziproke Lorentz-Transformation 
rückwärts zu den ursprünglichen Variabeln x, y, z,t und den 
GrôBen w, e, 8, e, m, €, M und die Gleichungen, die wir dann aus 
den eben genannten erhalten, werden die von uns gesuchten all- 
gemeinen Grundgleichungen für bewegte Kôrper sein. 

Nun ist aus den Ausführungen in $ 4 und $ 5 zu ersehen, 
daB sowohl das Gleichungssystem (A) für sich wie das Gleichungs- 
system (B) für sich kovariant bei den Lorentz-Transformationen 
ist; d.h. die Gleichungen, die wir von (A), (B’), rückwärts er- 
langen, müssen genau gleichlauten mit den Gleichungen (A), (B), 
wie wir sie für ruhende Kôrper annahmen. Wir haben also als 
erstes Ergebnis: 

Von den Grundgleichungen der Elektrodynamik 
für bewegte Kôrper lauten die Differentialglei- 
chungen, geschrieben in e und den Vektoren 8,e,m,E,t 
genau wie für ruhende Kôürper. Die Geschwindigkeit der 
Materie tritt in diesen Gleichungen noch nicht auf. In vekto- 
rieller Schreibweise sind diese Gleichungen also wieder 


@ curl m— Se = 8, 
(IT) dive — 9, 

(II) œurl + 7 = 0, 
(IV) div M = 0. 


Die Geschwindigkeit der Materie wird aus- 
schliefSlich auf die Zusatzbedingungen verwiesen, 
welche den Einflu8 der Materie auf Grund ihrer 
speziellen Konstanten &,u,6 charakterisieren. Trans- 
formieren wir jetzt diese Zusatzbedingungen (V”) zurück auf die 
ursprünglichen Koordinaten x, y, z: und die ursprüngliche Zeit t. 

Nach den Formeln (15) in $ 4 ist für die Richtung des 
Vektors 5 die Komponente von e’ dieselbe wie von e + [tom|, 
die von m’ dieselbe wie von m—[me], für jede dazu senk- 
rechte! Richtung iv aber ist die Komponente von e bez. m’ 
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gleich der entsprechenden Komponente von e + [twm] bez. von 

: . Anderer- 
Vi—tv 
seits werden € und % hier zu E+[wM] und M—[ME] in 
den ganz analogen Beziehungen stehen wie e und m’ zu e+[wm] 
und m—f[we]. So führt die Relation e — €, indem man bei 
den Vektoren zuerst die Komponenten nach der Richtung 1, dann 
diejenigen nach zwei zu wW und auf einander senkrechten Rich- 
tungen w behandelt und die in letzteren Fällen entstehenden 
Gleichungen mit V1—tw* multipliziert, zu 


m—{[twe], jedesmal multipliziert noch mit 


(C) e + [wm] = «(€ + [wM]). 
Die Relation M — um’ wird analog auf 

() M — [WE] = w(m — [ive]) 
hinauslaufen. 


Weiter folgt nach den Transformationsgleichungen (12), (10), 
(11) in $ 4, indem dort q, ty t5 4 tu t5,t’ durch |w|, 8, &5. 0, 


Bin 8 o’ zu ersetzen sind, 


, _ —|n/8m+0 a tabiés 8w — |w|e RES 
nn AT AME N A E=pies (1e LE 
soda aus 8. — 6€’ nunmehr 


Le ben LAC APS s(E + [wM]),, 
Vi—-1w° 


(E) 

papas E+CoMT) 

ge V1—rw° 
hervorgeht. Nach der Art, wie hier die Leitfähigkeit © eingeht, 
wird es angemessen sein, den Vektor 8— ot mit den Komponenten 
8—o/w| nach der Richtung w und 85 nach den auf w senk- 
rechten Richtungen ww, der für 6 — 0 verschwindet, als Lei- 
tungsstrom zu bezeichnen. 

Wir bemerken, daB für & — 1, u — 1 die Gleichungen e —(, 

m' — W° durch die reziproke Lorentz-Transformation, die hier 
die spezielle mit —:1v als Vektor wird, gemäf (15) sofort zu 
ef—= CE, nm — M führen und daf für o — 0 die Gleichung 8° — 0 
zu 8. — où fübrt, sodaf in der Tat als Grenzfall der hier erhal- 
tenen Gleichungen für 8 — 1, uw — 1, 6 — O0 sich die in $ 2 
betrachteten ,Grundgleichungen für den Âther“ ergeben. : 
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S 9. Die Grundgleichungen in der Theorie von Lorentz. 


Sehen wir nun zu, inwieweit die Grundgleichungen, die Lo- 
rentz annimmt, dem Relativitätspostulate, das soll heiBfen dem 
in $ 8 formulierten Relativitätsprinzipe entsprechen. In dem Ar- 
tikel ,Elektronentheorie“ (Encykl. der math. Wiss., Bd. V 2, 
Art. 14) hat Lorentz für beljebige, auch magnetisierte Kôrper 
zunächst die Differentialgleichungen (s. dort $S. 209 unter Be- 
rücksichtigang von Gl. XXX' daselbst und von Formel (14) auf 
S. 78 desselben Heftes): 


ŒUÉ)  eul(G—(v6) = 3+ À + m0 div D — curl [mD), 


(1) div D = po, 

” En D VOD 
(IV ) curlE — — dt ; 
(V”) dr 9 10. 


Dann setzt Lorentz für bewegte nicht magnetisierte Kôrper 
(S. 223, Z. 3) u — 1, 8 — $ und nimmt dazu das Eingehen der 
Dielektrizitätskonstante & und der Leitfähigkeit 6 gemäf 


(GL XXXIV”, 8, 227) D—E — (e—1) (E+[wWB)), 
(GL. XXXIII”, S. 223) 3 = 6(E+[w8)) 


an. Die Lorentzschen Zeichen €, 8, D, $ sind hier durch &, %, e, m 
ersetzt, während 3% bei Lorentz als Leitungsstrom bezeichnet wird. 

Die drei letzten der zitierten Differentialgleichungen nun 
decken sich sofort mit den Gleichungen (II), (IID), (IV) hier, die 
erste Gleichung aber würde, indem wir 3 mit dem für 6 — 0 
verschwindenden Strome 8 — wo identifizieren, in 


(29) curl (Q —[mE]) = 8 + - — curl [D] 


übergehen und verschieden von (I) hier ausfallen. Danach ent- 
sprechen die allgemeinen Differentialgleichungen von Lorentz 
für beliebig magnetisierte Kôrper nicht dem Relativitätsprinzipe. 

Andererseits würde die dem Relativitätsprinzipe entspre- 
chende Form für die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins aus 
(D) in $ 8 mit uw — 1 nicht wie bei Lorentz als 8 — $, 
sondern als 


(80) B—[ME] — H—[wWD] (hier M— [ME] — m— [ive]) 
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anzunehmen sein. Nun geht aber die zuletzt hingeschriebene Dif- 
ferentialgleichung (29) durch $ — 8 in dieselbe Gleichung (ab- 
gesehen von der Verschiedenheit der Zeichen) über, in welche 
(1) hier sich durch m—[mwe] — M—[WE] verwandeln würde. So 
kommt es durch eine Kompensation zweier Widersprüche gegen 
das Relativitätsprinzip zu Stande, daB für nicht magnetisierte 
bewegte Kürper die Differentialgleichungen von Lorentz sich zu- 
letzt dem Relativitätsprinzipe doch anpassen. 

Macht man weiter für nicht magnetisierte Kôrper von (30) 
hier Gebrauch und setzt demgemäf $ — B+[w, D —E], so würde 
zufolge (C) in $ 8 


(e—1) (E +08) = D—-E+[w[w, D —-E] 
anzunehmen sein, d. 1. für die Richtung von Ww: 
(e—1) (E + [w8]), = (D —- CE)», 
und für jede zu t senkrechte Richtung w: 
(e—1) (E+ [8] = (—1w) (D —-E)5, 


d. i. mit der oben genannten Lorentzschen Annahme nur in Über- 
einstimmung bis auf Fehler von der Ordnung w° gegen 1. 

Auch nur mit dem gleichen Grade der Annäherung entspricht 
der oben genannte Lorentzsche Ansatz für 3 den durch das Re- 
lativitätsprinzip geforderten Beziehungen (vgl. (E) in $ 8), da 
die Komponenten 3, bez. 3; gleich den entsprechenden Kompo- 

—; 1 


Vi—1w° 


selen. 


8 10. Die Grundgleichungen nach E. Cohn. 


E. Cohn!) nimmt folgende Grundgleichungen an: 


curl (M-+(nE) — + wdivE+3, 


(31) 
—curl(£— (m9) = +1 div, 
(32) J—6E, C—+E-[wM], D — vM+[nE], 


wobei Æ, M als elektrische und magnetische Feldintensität (Kraft), 
. €, M als elektrische und magnetische Polarisation (Erregung) 


1) Gôtt. Nachr. 1901, S. 74 (auch in Ann. d. Phys. 7 (4), 1902, p. 29). 
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aufgefaft werden. Die Gleichungen lassen noch das Vorhandensein 
von wahrem Magnetismus zu; wollen wir davon absehen, so ist 
div M — 0 zu setzen. 

Ein Einwand gegen diese Gleichungen ist, daB nach ihnen 
für 8 — 1, u —= 1 nicht die Vektoren Kraft und Erregung zu- 
sammenfallen. Fassen wir jedoch in den Gleichungen nicht E 
und M, sondern E—[wt] und M+[WE] als elektrische und 
magnetische Kraft auf und substituieren im Hinblick hierauf für 
E, M, E, M, div € die Zeichen e, M, E+[wM], m—[me], pe, so 
gehen zunächst die Differentialgleichungen in unsere Gleichungen 
über und zugleich verwandeln die Bedingungen (32) sich in 


3 = 6(E+[wM)), 
e+lw, m—[we] = &(E+[v)), 
MN —[w, E+[NoM]] = w(m—[we)); 


damit würden in der Tat diese Gleichungen von Cohn bis auf 
Fehler von der Ordnung W° gegen 1 genau die durch das Rela- 
tivitätsprinzip geforderten werden. 

Erwähnt sei noch, da die von Hertz angenommenen Glei- 
chungen (in den Bezeichnungen von Cohn) lauten wie (31) mit 
den anderen Zusatzbedingungen 


(33) GE M pu M I =NeE; 


und dieses Gleichungssystem würde auch nicht bei irgend welcher 
veränderten Bezugnahme der Zeichen auf beobachtbare Grüfen 
sich dem Relativitätsprinzipe bis auf Fehler von der Ordnung w° 
gegen 1 anpassen. 


$ 11. Typische Darstellung der Grundgleichangen. 


Bei der Aufstellung der Grundgleichungen leitete uns der 
Gedanke, für sie eine Kovarianz bezüglich der Gruppe der Lo- 
rentz-Transformationen zu erzielen. Jetzt haben wir noch die 
ponderomotorischen Wirkungen und die Umsetzung der Energie 
im elektromagnetischen Felde zu behandeln, und da kann es von 
vorn herein nicht zweifelhaft sein, daB die Erledigung dieser 
Fragen jedenfalls zusammenhängen wird mit den einfachsten, an 
die Grundgleichungen anknüpfenden Bildungen, die wieder Kova- 
rianz bei den Lorentz-Transformationen zeigen. Um auf diese 
Bildungen hingewiesen zu werden, will ich vor Allem die Grund- 
gleichungen jetzt in eine typische Form bringen, die ihre 
Kovarianz bei der Lorentzschen Gruppe in Evidenz 


M 
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setzt. Dabei bediene ich mich einer Rechnungsmethode, die ein 
abgekürztes Operieren mit den Raum-Zeit-Vektoren I. und IL. Art 
bezweckt, und deren Regeln und Bezeichnungen, soweit sie für 
uns nützlich sein werden, ich hier zuvôrderst zusammenstelle. 

1°. Ein System von Grüfen 


STE Ai 
: a 
Dit 


angeordnet in p-Horizontal-, q- Vertikalreihen heift eine p >< q- 
reihige Matrix) und werde mit einem einzigen Zeichen, etwa 
hier À, bezeichnet. 

Werden alle Grôüfen a, mit dem nämlichen Faktor c mul- 
tipliziert, so soll die entstehende Matrix der Grôen ca, mit cA 
bezeichnet werden. 

Werden die Rollen der Horizontal- und Vertikalreihen in À 
vertauscht, so erhält man eine g >< p-reihige Matrix, welche die 
transponierte von À heift und mit À bezeichnet werden 
soll : 


l 

“+ Gy + + >» An | 
Zee dore 
LR ME NUE 


Hat man eine zweite Matrix mit gleichen Anzahlen 
p und g, wie À, 


b,, ) . be 
B — : L ; 
ee De : (5 


so soll A+B die ebenfalls p = qg-reïhige Matrix aus den ent- 
sprechenden Binomen a; + b,, bedeuten. 


2, Hat man zwei Matrizen 


TE …... dig b,,, sito b,, 
À = ; , ÉD: et | f° pie 
Dir 0% b 0 


wobei die Anzahl der Horizontalreihen der zweiten 
gleich der Anzahl der Vertikalreihen der ersten 


1) Man kônnte auch daran denken, statt des Cayleyschen Matrizenkalküls 
den Hamiltonschen Quaternionenkalkül heranzuziehen, doch erscheint mir 
der letztere für unsere Zwecke als zu eng und schwerfällig. 


80 Hermann Minkowski, 


ist, so wird unter AB, dem Produkte aus À und B, die 
Matrix 


Ci 7e Cir 
C — : 5 
Cpi > + Chr 


verstanden, deren Elemente durch Kombination der Horizontal- 
reihen von À und der Vertikalreihen von B nach der Regel 
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gebildet sind. Für solche Produkte gilt das assoziative Gesetz 
(AB)S = A(BS); hierbei ist unter S eine dritte Matrix gedacht 
mit soviel Horizontalreihen, als B (und damit auch AB) Vertikal- 
reihen hat. 

Für die transponierte Matrix zu C — AB gilt C — BA. 

3°. Es werden hier nur Matrizen in Betracht kommen mit 
hôchstens 4 Horizontalreihen und hôchstens 4 Vertikalreihen. 

Als Einheitsmatrix (und in Gleichungen für Matrizen 
kurzweg mit 1) werde die 4 >< 4-reihige Matrix der folgenden 
Elemente 


Css Cios Cisr Ca 1, 0, 0, 0 

(34) Cgir Car ass Cra 0, 1, 0, 0 
CATECTTECTTE "EE à 0, 0, 1, 0 

| Cars Cars Cas Cas 0, 0, 0, 1 


bezeichnet. Für ein Vielfaches c.1 der Eïinheitsmatrix (in dem 
unter 1° festgesetzten Sinne einer Matrix cA) soll dann in Glei- 
chungen für Matrizen kurzweg c stehen. 

Für eine 4 >= 4-reiïhige Matrix À soll Det À die Determi- 
nante aus den 4 >< 4 Elementen der Matrix bedeuten. Ist dann 
Det À + 0, so gehôrt zu À eine bestimmte reziproke Matrix, 
mit À bezeichnet, soda A À — 1 wird. — 

Eine Matrix 


O, frs Pros Pa 
frs ©, fans fau 
fois fon 0, fs | 
far far las 0 


f = 


die Grundgleichungen f. d. elektromagnetischen Vorgänge i. bew. Kôrpern. 81 


in welcher die Elemente die Relationen f,, — —f,, erfüllen, heift 
eine alternierende Matrix. Diese Relationen besagen, daB die 


transponierte Matrix f — —fist. Alsdann werde mit f* und als 
die duale Matrix von f die ebenfalls alternierende Matrix 


0, fou far frs 
far 0, fo fu 
fau fan O0, fs 
fs Lis fan 0 


(35) f* — 


bezeichnet. Dabei wird 


(36) PT = Lis l'inté Las fs hifi fes 


das soll nun heiïBen eine 4 >< 4-reihige Matrix, in der alle Elemente 
auBerhalb der Hauptdiagonale von links oben nach rechts unten 
Null sind und alle Elemente in dieser Diagonale unter einander 
übereinstimmen und gleich der hier rechts genannten Verbindung 
aus den Koeffizienten von f sind. Die Determinante von f erweist 
sich dann als das Quadrat dieser Verbindung und wir wollen das 


Zeichen Det :f eindeutig als die Abkürzung 
(37) Det if = fufu + fist + fufu 


erklären. 
4, Eine lineare Transformation 


(38) D, = au! + ur! + at! + aux! (4 — 1, 2, 8, 4) 


werde auch einfach durch die 4 >< 4-reihige Matrix der Koef- 
fizienten 


| ins Dino His se 

A oi Ayo Coss Ua 
Fe Ugis son Ass ga 

| uns us us Cas 


als Transformation À, bezeichnet. Durch die Transformation A 
geht der Ausdruck 
LP + LS + LS + di 
in die quadratische Form 
Zuytit (A,K2==%1, 2, 0,1) 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klegse. 1908. Hett 1. 6 


5 * 
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über, wobei 
Ang = andix Toto + Conlsx + Lanax 


wird, d.h. die 4 =< 4-reihige (symmetrische) Matrix der Koeffi- 
zienten a, dieser Form wird das Produkt AA der transponierten 
Matrix von À in die Matrix A. Soll also durch die Transfor- 
mation der neue Ausdruck 

x? + Te + & + tn 
hervorgehen, so muf 
(39) AA — 1 


die Matrix 1 werden. Dieser Relation hat demnach À zu ent- 
sprechen, wenn die Transformation (38) eine Lorentz-Transfor- 
mation sein soll. Für die Determinante von A folgt aus (39): 
(Det AŸ = 1, Det À — +1. Die Bedingung (39) kommt zu- 
gleich auf 

(40) AT! — À 

hinaus, d.h. die reziproke Matrix von À muB sich mit der trans- 
ponierten von À decken. 

Fär À als Lorentz-Transformation haben wir noch weiter die 
Bestimmungen getroffen, daB Det A — +1 sei, daB jede der 
GrôBen &,, Our Cou Oui un as rein imaginär (bez. Null), die an- 
deren Koeffizienten in À reell seien und endlich noch «,, > 0 sei. 

5°, Ein Raum-Zeit-Vektor I. Art s,, s,, 5, s, soll durch die 
1 >< 4-reihige Matrix seiner 4 Komponenten: 


(41) SE | Si Sa Sa Sa | 


repräsentiert werden und ist bei einer Lorentz-Transformation A 
durch sA zu ersetzen. 

Ein Raum-Zeit- Vektor Il. Art mit den Komponenten 
fass Laur (30 Lio lo [sa SOI durch die alternierende Matrix 


| 0 fn fin fa 

(42) 1: — tn 0, le fa 
for fon 0, fa 

fans fans Las 


repräsentiert werden und ist (s. die in $ b (23) und (24) festge- 


setzte Regel) bei einer Lorentz-Transformation A durch AfA 
— ATfA zu ersetzen. Dabei gilt in Bezug auf den Ausdruck 
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(37) die Identität Det #(AfA) — DetA Detif. Es wird danach 
Dettf eine Invariante bei den Lorentz-Transformationen (s. Gleich. 
(26) in $ 5). 

Für die duale Matrix f* folgt dann mit Rücksicht auf (36) : 
(AT'f*A) (AT'FA) — ATF*fA — Det #f. AA = Det}f, 
woraus zu ersehen ist, daf mit dem Raum-Zeit-Vektor II. Art f 
zusammen auch die zugehôrige duale Matrix f* sich wie ein Raum- 
Zeit-Vektor II. Art abändert, und es heiBe deshalb f* mit den 
Komponenten f,, fus fou Pass fans as der duale Raum-Zeit- 

Vektor von f. 
6°. Sind w und s zwei Raum-Zeit-Vektoren I. Art, so wird 
unter ws (wie auch unter sw) die Verbindung 


(43) w:s, T U3S2 sr WsS3 ci wss, 

aus den bezüglichen Komponenten zu verstehen sein. Bei einer 
Lorentz-Transformation À ist wegen (wA) (As) — ws diese Ver- 
bindung invariant. — Ist ws — 0, so sollen w und s normal 


zu einander heïfen. 
Zwei Raum-Zeit-Vektoren I. Art w, s geben ferner zur Bil- 
dung der 2 >= 4-reihigen Matrix 


w,, W,, W,, w 


1? 2 8) 4 


S,, "8 S S 


1 2 3? 4 


Anlaf. Es zeigt sich dann sofort, daB das System der sechs 
GrüBen 


(44) 0,8, — W3S2, W38, —W,S3, W,52 — US, US, — US WaSs — Wie, Was — Us Sy 


sich bei den Lorentz - Transformationen als Raum - Zeit - Vektor 
IL. Art verhält. Der Vektor IL Art mit diesen Komponenten (44) 
werde mit [w,s] bezeichnet. Man erschlieft leicht Det? [o, s] — 0. 
Der duale Vektor von [w, s] soll [w,s]* geschrieben werden. 

Ist w ein Raum-Zeit-Vektor I. Art, f ein Raum-Zeit-Vektor 
Il. Art, so bedeutet wf zunächst jedenfalls eine 1 >< 4-reihige 
Matrix. Bei einer Lorentz-Transformation À geht «w in w' = A, 
f in f'— ATfA über; dabei wird w'f' — wA A T'fA — (xf)A, 
d. h. wf transformiert sich wieder als ein Raum-Zeit-V'ektor I. Art. 

Man verifiziert, wenn w ein Vektor I. f ein Vektor II. Art 
ist, leicht die wichtige Identität 


(45) Lo, ef + Lo, up} = (toi). 
6 * 
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Die Summe der zwei Raum-Zeit-Vektoren II. Art links ist im 
Sinne der Summe zweier alternierenden Matrizen zu verstehen. 
Nämbchifür &, =,0,0, =,0, 0:10) # = uiiwird 


uf = las as 12 Of; wf* = | fau f18 LS O|; 
[æ, uwf] = 0, 0, 0, lu fer Vo [w, wf*] = 0, 0, 0, 1h le F5 


und die Bemerkung, daf in diesem speziellen Falle die Relation 
(45) zutrifft, genügt bereits, um derselben allgemein sicher zu sein, 
da diese Relation kovarianten Charakter für die Lorentz-Gruppe 
hat und zudem in w,, w,, w,, w, homogen ist. 


Nach diesen Vorbereitungen beschäftigen wir uns zunächst 
mit den Gleichungen (C), (D), (E), durch welche die Konstanten 
&, u, 6 eingeführt werden. 

Statt des Raumvektors W, Geschwindigkeit der Materie, führen 
wir, wie schon in $ 8, den Raum-Zeit-Vektor I. Art w mit den 4 
Komponenten 


1, , re î 


WU, = ———, 0, = 1, w, — == 
Vin rte NT ND Dr Pre tio ie 

ein; dabei gilt 

(46) V0 = 0! + 0 + US + ui = — 1 


und — iw, > 0. 

Unter F und f wollen wir jetzt wieder die in den Grund- 
gleichungen auftretenden Raum - Zeit - Vektoren II. Art M, —:€ 
und m, —ie verstehen. 

In ® — —wF haben wir wieder einen Raum-Zeit - Vektor 
I. Art; seine Komponenten werden sein 


®, on C2 Ps LE CDS % CAN CPP 
®, = 07120 M Us F CA A , 
®, FE WE sk W3 Es "à WiFi 


CRD GS MEET Pre 
Die drei ersten GrôBen ®,, D,, ®, sind bez. die x-, y-, +-Kom- 
ponente des Raumvektors 
E+ [nt] 


47 __— 
ie Vi=w ” 
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und ferner ist 


(48) da i(WE) 


In 


Da die Matrix F eine alternierende ist, gilt offenbar 


(49) wP = w,®, + w,d, + w,®,+w,®, = 0, 


der Vektor ® ist also normal zu w:; wir kônnen diese Relation 
auch schreiben : 


(50) D, — (0,9, + ù,®, + 5,9). 


Den Raum-Zeit-Vektor I. Art ® will ich elektrische Rubh- 
Kraft nennen. 

Analoge Bezichungen wie zwischen — #2", &, M, w stellen sich 
zwischen —wf,e, m,1v heraus und insbesondere wird auch —#f 
normal zu w sein. Es kann nunmehr die Relation (C) durch 


1C) uf —= ewF 


ersetzt werden, eine Formel, die zwar 4 Gleichungen für die be- 
züglichen Komponenten liefert, jedoch so, da die vierte im Hin- 
blick auf (50) eine Folge der drei ersten ist. 

Wir bilden ferner den Raum-Zeit-Vektor I. Art W — iuf*, 
dessen Komponenten sind: 


YO — —i( V0 fs + Wsfss + Was) 
Y, = —-i(ufs +0, + Wu), 
= —i(uf, +w,f, + 0, f), 
Vo — (0 fn +03 FU nr Ÿ 


Davon sind die drei ersteren W,, W,, W, bez. die x-, y-, z:-Kom- 
ponente des Raumvektors 


m — [wwe] 

1 , 
61) V1—1v° 
und weiter ist 

i(min) 

2 D 

(6 ) V 1 ss 11° 


zwischen ihnen besteht die Beziehung 
(53) 0% = 0, +u,Ÿ, +0, +uw%, = 0, 


die wir auch 


86 . Hermann Minkowski, 


(54) Y, = (0, +10,Ÿ, +, 


schreiben kônnen; der Vektor W ist also wieder normal zu w. 
Den Raum-Zeit - Vektor I. Art W will ich magnetische Rubh- 
Kraft nennen. 

Analoge Beziehungen wie zwischen iwf*, m,e, haben zwischen 
iwF*, M, E, w statt und es kann die Relation (D) nunmebr durch 


{D} wF* = uwwf* 
ersetzt werden. 


Die Gleichungen |{C} und {D} kônnen wir benutzen, um die 
Feldvektoren F und f auf ® und Ÿ zurückzuführen. Wir haben 


WE = —®, wF*—= —iuV, wf = —s®, wf*= — 
und die Anwendung der Regel (45) führt im Hinblick auf (46) zu 


(56) F = [w, &]+ info, WT, 
(66) ii DS e[w, ®] + i[w, w};, 
LL = (8,-08)+u0 0), vs. À 


fn = Eu, b,— w,®,)+ à (w,Ÿ, — w,W,), u. s. f. 


Wir ziehen ferner den Raum-Zeitvektor II. Art [®, W] mit 
den 6 Komponenten 


»,Y, a b,Ÿ, ) ®,Y, = b,Y, , vw, pe AL ; 
b,Y, Œr AR ; b,, D: PV, ; AR ce d,w, 


in Betracht. Alsdann verschwindet der zugehôrige Raum-Zeit- 
Vektor I. Art 


u[®, L] = —(wŸ)D+(wb)Y 


wegen (49) und (53) identisch. Fübren wir nun den Raum-Zeit- 
Vektor I. Art 


(57) Q = w[d, YJ* 
mit den Komponenten 
Wyy Way VW 
.Q, = —i|®, ®,, D, |, nu 8. f. 
y,, V,w 
ein, so folgt durch Anwendung der Regel (45): 
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(58) [®, #1 = fe, QT*, 
dr PV, D, — nu, —wQ,), u. s. f. 
Der Vektor @ erfüllt offenbar die Relation 
(b9) (0) = 09, +u@, +08, +u@, = 0, 
die wir auch 

Q, — (0,0, + 1,0, + m,0,) 
schreiben kônnen, ist also wieder normal zu w. Falls © — 0 
ist, hat man ®, = 0, Y, — 0, Q, — 0 und 
(60) Q, = ®,,—®,W,, Q, — VW, -®&V,, Q, — œw,-œ,W. 
Den Raum-Zeit-Vektor I. Art @ will ich als Ruh-Strahl be- 
zeichnen. 


Was die Relation (E) anbelangt, welche die Leitfähigkeit © 
einführt, so erkennen wir zunächst, daf 
s — [ml8r +6 
— WS — — (20,5, + 0384 + W38s + W4S,) = Vin —= @ 
die Ruh-Dichte der Elektrizität (s. $ 8 und $ 4 am Schlusse) 
wird. Alsdann stellt 
(61) S + (wS)w 


einen Raum-Zeit-Vektor L. Art vor, der wegen ww = —1 offenbar 
wieder normal zu w ist und den ich als Ruh-Strom bezeichnen 
will Fassen wir die drei ersten Komponenten dieses Vektors 
als x-, y-, z-Komponente eines Raum-Vektors auf, so ist für den 
letzteren die Komponente nach der Richtung von w: 

[1e __ #m—10Ie __ Si 


D ———— Me RENE De” | 
“« V1i— 10° 1=n0 1— 15° 


’ 


und die Komponente nach einer jeden zu t senkrechten Richtung 
w wieder 
es hängt dieser Raum-Vektor also sehr einfach mit dem Raum- 
Vektor 3 — 3 — ow zusammen, den wir in $ 8 als Leitungsstrom 
bezeichneten. 

Nunmehr kann durch Vergleich mit ® = —4F die Relation (E) 
auf die Gestalt gebracht werden : 


[E} s+ (408 )10 = —0wF. 
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Diese Formel faft wieder 4 Gleichungen zusammen, von denen 
jedoch, weil es sich beiderseits um zu w normale Raum-Zeit-Vek- 
toren I. Art handelt, die vierte eine Folge der drei ersten ist. 

Endlich werden wir noch die Differentialgleichungen (A) und 
(B) in eine typische Form umsetzen. 


$ 12. Der Differentialoperator lor. 
Eine 4 >= 4-reihige Matrix 


AE ee er 


Din Sao Die Sy 


RSR 


mit der Vorschrift, sie bei einer Lorentz-'Transformation A je- 
desmal durch ASA zu ersetzen, mag eine Raum-Zeit-Matrix 
IT. Art heifen. Eine derartige Matrix hat man insbesondere 

in der alternierenden Matrix f, die einem Raum-Zeit-Vektor 
IT. Art f entspricht, 

in dem Produkte fF zweier solcher alternierender Matrizen 
[,F, das bei einer Transformation A durch (AA) (AT'FA) — 
AT'f FA zu ersetzen ist, 

ferner, wenn w,, w,, w,, w, und @,, Q,, Q,, Q, zwei Raum- 
Zeit- Vektoren I. Art sind, in der Matrix der 4 >= 4 Elemente 
Su = W) 

endlich in einem Vielfachen ZL der Einheitsmatrix, d. h. einer 
4 x 4-reihigen Matrix, in der alle Elemente in der Hauptdia- 
gonale einen gleichen Wert L haben und die übrigen Elemente 
sämtlich Null sind. 


Wir haben es hier stets mit Funktionen von Raum-Zeit- 
punkten x, y, z, it zu tun und kônnen mit Vorteil eine 1 >< 4- 
reihige Matrix, gebildet aus den Differentiations- 
symbolen 


oder auch 


63) 
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geschrieben, verwenden. Für diese Matrix will ich die Abkür- 
zung lor brauchen. 

Es soll dann, wenn S wie in (62) eine Raum- Zeit- Matrix 
IT. Art bedeutet, in sinngemäfer Übertragung der Regel für die 
Produktbildung von Matrizen, unter lor S die 1 >< 4-reihige 
Matrix 


| À; Fes X,, X,, | 
der Ausdrücke 
OO un CS 
(64) Ke &æ. FE re ce ch ht x, (& = 1, 2, 3, 4) 


verstanden werden. 

Wird durch eine Lorentz-Transformation À ein neues Bezug- 
system x;, à, &,, æ, für die Raum-Zeitpunkte eingeführt, so mag 
analog der Operator 


+ a AD rec annees 
Au DER UT DUT OZ. 


angewandt werden. Geht dabei Sin S'=— À SA = | S;,| über, 
so wird dann unter lor’ S’ die 1 >= 4-reihige Matrix der Aus- 
drücke 


gi = Su, du , 05 


3% 8% 
x; ôx! ë Ôx, je 


OS; 
Ôx, 


(& =: 1,2, 3, 4) 
1 
zu verstehen sein. Nun gilt für die Differentiation einer belie- 
bigen Funktion von einem Raum-Zeitpunkte die Regel 

8 _ 0 ôm, 0 mn, 0 Ge , 0 de 
0x, Ox,. Ox, OZ, OZ, OL RAOT PAOT RO, 


se m0 pe, m0 A Arme  50f0.5 
= x, y + x, Cox 0x, + x, CP 


die in einer leicht verständlichen Weise symbolisch als 
lor’ — lor (A 

zu deuten ist, und mit Rücksicht hierauf folgt sogleich 

(6b) lor’ S' — lor (A(A7'SA)) — (lor S)A, 


d. h. wenn SeineRaum-Zeit-Matrix IL Art vorstellt, 
so transformiert sich lor S als ein Raum-Zeit-Vektor 
PrATT 

Ist insbesondere L ein Vielfaches der Einheitsmatrix, so wird 
unter lor L die Matrix der Elemente 


90 Hermann Minkowski, 


OLIW0L0EOL" 0L 


(66) 02” dm 07, , 02 | 


zu verstehen sein. 
Stellt s — |5,, s,, 5, 8, | einen Raum-Zeit-Vektor I. Art vor, 
so wird 


Ôs, 08, Ô8, 
(67) lors — AMEL “i 


8 Re 
+ pee az, +5 
zu erklären sein. Treten bei Us einer Lorentz-Transfor- 
mation À die Zeichen lor’, s’ an Stelle von lor, s, so folgt 


lor’ 5’ — (lor A) (AS) = lors, 


d. h. lors ist eine Invariante bei den Lorentz-Trans- 
formationen. 
In allen diesen Beziehungen spielt der Operator 
lor selbst die Rolle eines Raum-Zeit-Vektors I. Art. 
Stellt f einen Raum-Zeit-Vektor IL. Art vor, so hat nun — lorf 
den Raum-Zeit-Vektor I. Art mit den Komponenten 


= Ofio + Ôfis + Of 


ÔTs ôr, ôx, ? 
RC RE 
nn 


zu bedeuten. Hiernach läBt sich das System der Differential- 
gleichungen (A) in der kurzen Form 

{A} lorf = —s 
zusammenziehen. Ganz entsprechend wird das System der Diffe- 
rentialgleichungen (B) zu schreiben sein: 

{B} lor F* = O. 


Die im Hinblick auf die Definition (67) von lor s gebildeten 
Verbindungen lor (lorf) und lor (lor F*) verschwinden offenbar 
identisch, indem f und F* alternierende Matrizen sind. Darnach 
folgt aus {A} für den Strom s die Beziehung 

ôs Ô5, , 05, a! Ô 


fiat E Se LUE 
da, den S De ee Vo TOR 
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während die Relation 
(69) lor (lor F'*) = 0 


den Sinn hat, daf die vier in {B} angewiesenen Glei- 
chungen nur drei unabhängige ne rdc td für den 
Verlauf der Feldvektoren repräsentieren. 

Ich fasse nunmehr die Resultate zusammen : 


En bedeute w den Raum-Zeit-Vektor I. Art + 
eo F den Raum-Zeit- 
= 


Veltee IL Art W,—:E (M magnetische Erregung, € elek- 
trische Kraft), f den Raum-Zeit-Vektor Il Art m,—ie 
(m magnetische Kraft, e elektrische Erregung), s den Raum- 
Zeit-Vektor I. Art 8,ip (e elektrische Raumdichte, 8 — om 
Leitungsstrom), & die Dielektrizitätskonstante, w die 
magnetische Permeabilität, © die Leitfähigkeit, so 
lauten (mit den in $ 10 und $ 11 erklärten Symbolen der Ma- 
trizenrechnung) die Grundgleichungen für die elektro- 
magnetischen Vorgänge in bewegten Kürpern 


{A} lorf = —s, 
{B} lor F* = 0, 
1C} uf = ewF, 
{D} wF* — uuf*, 
{E} s + (ws) w — —6wF. 


Dabei gilt ww— —1, es sind die Raum-Zeit-Vek- 
toren I. Art wF, wf, wF*, wf*, s+(ws)w sämtlich normal 
zu w und endlich besteht für das Gleichungssystem 
{B} der Zusammenhang 


lor (lor F*) = 
In Anbetracht der zuletzt genannten Umstände stehen hier 
genau die erforderliche Anzahl von unabhängigen Gleichungen zur 
Verfügung, um bei den geeigneten Grenzdaten die Vorgänge voll- 
ständig zu beschreiben, wofern die Bewegung der Ma- 
terie, also der Vektor w als Funktion von x, y,&4,t 
bekannt ist. 
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$ 13. Das Produkt der Feldvektoren fF. 


Endlich fragen wir nach den Gesetzen, die zur Bestimmung 
des Vektors w als Funktion von x, y, z, t führen. Bei den 
hierauf bezüglichen Untersuchungen treten diejenigen Ausdrücke 
in den Vordergrund, die durch Bildung des Produkts der 
zwei alternierenden Matrizen 


Ouf Es < LD Fire are 

>| far 0 fon Pa RAD LUE 
RP TL Fr Fe Ou 

RE AS ES EL 0 


sich darbieten. Ich schreibe 


| SL, Si D + 
Da Sy, 52 So 


esse a a ds 
dp Das Bass  Su—L 

so, daB dabeiï 

(71) Si + So + S33 + Su = 0 

wird. 


Alsdann bedeutet L die in den Indizes 1, 2, 3, 4 symmetrische 
Verbindung 


(2) LL = YF (fl + {nn + folie fie Fa + Pas + fous), 
und es wird 


Si — k VE fur Tr fra — fi3F + fist Œ- fé) 
(73) 
Su = fa los Æ La UNE É, 


Indem ich die Realitätsverhältnisse zum Ausdruck 
bringe, will ich noch 


Dis A Cr 14 | X,, Le 2, FR 7, 
(74) hs — 5 Sy SFA sx X, F5; Le iT, 
LM Sse) Sas De de X,, dE Ty — iT, 
Pa Ds LAS D, | —iX,—1Y,— 12, T, 


schreiben, wobei dann 
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x, ET è (mr, ni mt, dé: m,, T eE, N eE, GE e€,), 
X,=mM,+ee, Y, = m+eE, u s. f. 


y 
(75) X, — ei, — el, 
T, = m,€, — m, €, u. 8. f. 

T, = & (mi, + mt, + mi, + e,E, + e, €, + €.) 
und auch 
(76) L'= ÿ(m, M, +m,M, +m,M, —e, E, —e,E, — e,€,) 
sämtlich reell sind. In den Theorien für ruhende Kürper kommen 
die Verbindungen X,, X,, X,, Ÿ,, Y, Y,, Zn Zy Z, unter dem Namen 
»nMaxwellsche Spannungen“, die Grüssen T,, T,, T, als Poyn- 
tingscher Vektor“, T, als ,elektromagnetische Energiedichte für 
die Volumeneinheit“ vor und wird L als ,Lagrangesche Funk- 
tion“ bezeichnet. 


Wir finden nun andererseits durch Zusammensetzung der zu 
f und F dualen Matrizen in umgekebrter Folge sofort 


—S,—L, —S$,, —S,, —S,, 

GD  Frf* = —$,,, —S,—L, —$S,, —$,, | 
—$,,;, — Sy, — 5, —L,—S,, 
—$,, —$S,, — F5, Sir 

und kôünnen hiernach setzen 

(78) PEN DE LR REEUL  SST,, 


indem wir unter JZ, das Vielfache L.1 der Kinheitsmatrix, d. b. 
die Matrix der Elemente 


ex == Lite =/0; rs 
| Leix| EP 
verstehen. 
Daraus folgern wir weiter, indem hier SL = LS ist, 
F*f*{F = (—-S—L)(S—L) = —SS+L;, 


und finden, da f*f — Det? f, F*F = DettF ist, die interessante 
Beziehung : 

(79) SS — L'— DettfDeti F, 

d. h. das Produkt der Matrix $ in sich selbst ist ein 
Vielfaches der Einheitsmatrix, eine Matrix, in welcher 
auBerbalb der Hauptdiagonale alle Elemente Null und in der 
Diagonale alle Elemente gleich sind und als gemeinsamen Wert 
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die hier rechts angegebene GrôBe haben. Es gelter also all- 
gemein die Relationen 

(80) Sa Sir + She Sat + Sjs Sax + Su Sax = 0 

bei ungleichen Indizes h,k aus der Reiïhe 1,2, 3, 4 und 
(81) S, Sin + Sys Son + Sp Son + Su = L'— Det?f Det’ F 


für À = 1,2, 3,4. | 

Indem wir jetzt anstatt F und f in den Verbindungen (72), 
(73) mittelst (55), (56), (57) die elektrische Ruh-Kraft ®, 
die magnetische Rubh-Kraft Y, den Ruh-Strahl Q ein- 
führen, gelangen wir zu den Ausdrücken: 


(82) L = —}ebd + uw, 


(83) Su = —+ePDer-tuWVe, 
+e(b,®d,-DDu,uw)+u(Y,Ÿ,—Tw,w,) 
— Q,u,—euw,Q, (k, k — 1,2, 8, 4) 
darin sind noch einzusetzen 
DD — D'+d+D+p, WU — Wi+Wi+Wi+W, 
en = 21 en = 0hZ). 

Nämlich jedenfalls ist die rechte Seite von (82) ebenso wie L 
eine Invariante bei den Lorentz-Transformationen und stellen die 
4 x 4 Elemente rechts in (83) ebenso wie die S,, eine Raum-Zeit- 
Matrix II. Art dar. Mit Rücksicht hierauf genügt es schon, um 
die Relationen (82), (83) allgemein behaupten zu kônnen, sie nur 
für den Fall w, — 0, w, = 0, w, = 0, w, — à zu verifizieren. 
Für diesen Fall w — O0 aber kommen (83) und (82) durch (47), 
(51), (60) einerseits, e — 5€, M — um andererseits unmittelbar 
auf die Gleichungen (75) und (76) hinaus. 

Der Ausdruck rechts in (81), der 


= (4(mM —eE)) + (em) (EM) 

ist, erweist sich durch (em) = eV, (EM) = uDY als > 0; die 
Quadratwurzel aus ibm, Z 0 genommen, mag im Hinblick auf (79) 
mit Det? S bezeichnet werden. 

Für S, die transponierte Matrix von S, folgt aus (78), 
daàf= -f, F— —F ist, 
(84) Ff= S—L, f*F*— -S-L. 

Sodann ist 


= 
4 
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SE = [Su — Su 


eine alternierende Matrix und bedeutet zugleich einen Raum-Zeit- 
Vektor IT. Art. Aus den Ausdrücken (83) entnehmen wir sofort 


(85) S—S — —(eu—1)[w, @], 
woraus noch (vgl. (57), (58)) 

(86) w(S—SY = 0, 

(87) w(S—S) —= (eu—1)Q 


herzuleiten ist. 

Wenn in einem Raum-Zeitpunkte die Materie ruht, 
5 — O ist, so bedeutet (86) das Bestehen der Glei- 
chungen 


Z, = Y, 


y 29 X + 
ferner hat man dann nach (83): 
T, = Q,, 1, = Q,, T, = Q,, 


X,—=cuQ, Y,—eu0,, Z, = suQ,. 


Nun wird man durch eine geeignete Drehung des räumlichen 
Koordinatensystems der x, y, : um den Nullpunkt es bewirken 
künnen, da 


Z,=71,=0, X,=2Z, =0, Y =XxX,;= 0 
ausfallen. Nach (71) hat man 
(88) : X,+Y,+Z+T, = 0 
und nach dem Ausdruck in (83) ist hier jedenfalls T, > 0. Im 
speziellen Falle, daB auch Q verschwindet, folgt dann aus (81) 
X= Y' = Z° = Ti — (Detts) 


und sind 7, und von den drei GrôBen X,, Y,, Z, eine — + Detts, 


die zwei anderen — — Det?S. Verschwindet Q nicht, so sei etwa 
Q, + 0, dann hat man nach (80) insbesondere 


TX = 0, TT = 0, CZTHETT —0 


und findet demnach @, — 0, Q@, — 0, Z, — — 7, Aus (81) und 
im Hinblick auf (88) folgt alsdann 
X, = —Y, = +Detts, 


TD De ue Que Deits 
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Von ganz besonderer Bedeutung wird endlich der 
Raum-Zeit-Vektor I. Art 


(89) Æ = lorS, 


für den wir jetzt eine wichtige Umformung nachweïisen wollen. 
Nach (78) ist S — L+fF und es folgt zunächst 


lorS = lor L+lorfF. 


Das Symbol lor bedeutet einen Differentiationsproze, der in 
lorf F einerseits die Komponenten von f, andererseits die Kom- 
ponenten von F betreffen wird. Entsprechend zerlegt sich lorfF 
additiv in einen ersten und einen zweiten Teil. Der erste Teil 
wird offenbar das Produkt der Matrizen (lorf) F sein, darin lorf 
als 1 >< 4-reihige Matrix für sich aufgefafit. Der zweite Teil ist 
derjenige Teil von lorfF, in dem die Differentiationen nur die 
Komponenten von F betreffen. Nun entnehmen wir aus (78) 


PE =) PISTE 


infolgedessen wird dieser zweite Teil von lorf F' sein —(lor F*)f* 
+ dem Teil von —2lorL, in dem die Differentiationen nur die 
Komponenten von F betreffen. Danach entsteht 


(90) lorS = (lorf)F—(lor F*f#+N, 


wo N den Vektor mit den Komponenten 


ER 1 Ôfs 2 . es . _ 
N = Ce Fi+ sn 1e ne F, he + HAEke Fu 


ÔFy P ÔF, 12 or, 0 . 
fn on, 4 6m, hat CERN nt 
(h = 1,2, 8,4) 


bedeutet. Durch Benutzung der Grundgleichungen {A} und {B) 
geht (90) in die fundamentale Relation 


(91) lo S = —sF+N 


über. 

Im Grenzfalle & — 1, uw — 1, wo f— F ist, verschwindet N 
identisch. 

Allgemein gelangen wir auf Grund von (55), (56) und im 
Hinblick auf den Ausdruck (82) von L und auf (57) zu folgenden 


Ausdrücken der Komponenten von N: 
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vd Ft 
sets L a à rép 
GC) M=-jesi ivre 
ow, ou, 9w, 9w, 
+ (eu—1) ( ‘ox, Bree 8 Ôr, Hoi Se.) 


für À — 1, 2, 8,4. 


Machen wir noch von (59) Gebrauch und bezeichnen den Raum- 
Vektor, der @,,@,, Q, als x-, y-, :-Komponenten hat, mit ®, so 
kann der letzte, dritte Bestandteil von (92) auch auf die Gestalt 


(93) Lt, (æ — 


gebracht werden, wobei die Klammer das skalare Produkt der 
darin aufgefübrten zwei Vektoren anzeigt. 
$ 14 Die ponderomotorischen Kräfte. 


Wir stellen jetzt die Relation À = lorS = —sF+N aus- 
führlicher dar; sie liefert die 4 Gleichungen 


ÉROX, Rex Dax, 
A oo re AP 


ed jupe (mn) 


— 0E, +8,01, —8,M, 


Ô Ôx 1= 1 0x ]’ 
CORRE LA + = 06, +88, 
(96) KHÿ= e + _ + ee — 2 — CE, +8,M,—8,M, 
68% qu sE A +) 
(97) —X, = — _ -- Fe _— dE — = 8,6,+8,€, +8,€ 


— O6 Ou su—]1l om 
HAOR SE HAN EST (a a) 
Es ist nun meine Meinung, daf bei den elektro- 
magnetischen Vorgängen die ponderomotorische Kraft, 
die an der Materie in einem Raum-Zeitpunkte x, y,2,t 
angreift, berechnet für die Volumeneinheit, als æ-,y-,2- 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1908. Heoft 1. 71 


F * 
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Komponenten die drei ersten Komponenten des zum 
Raum-Zeit-Vektor w normalen Raum-Zeit-Vektors 


(98) K+(wK)w 
bat und daB ferner der Energiesatz seinen Ausdruck 
in der obigen vierten Relation findet. 

Diese Meinung eingehend zu begründen, sei einem folgenden 
Aufsatze vorbehalten; hier will ich nur noch durch einige Aus- 
führungen zur Mechanik dieser Meinung eine gewisse Stütze geben. 

Im Grenzfalle & = 1, u = 1, 6 — O0 ist der Vektor N = 0, 
8 — oi, es wird dadurch wX — O und es decken sich diese 
Ansätze mit den in der Elektronentheorie üblichen. 


Anhang. Mechanik und Relativitätspostulat. 


Es wäre hôchst unbefriedigend, dürfte man die neue Auf- 
fassung des Zeitbegriffs, die durch die Freiheit der Lorentz-Trans- 
formationen gekennzeichnet ist, nur für ein Teilgebiet der Physik 
gelten lassen. 

Nun sagen viele Autoren, die klassische Mechanik stehe im 
Gegensatz zu dem Relativitätspostulate, das hier für die Elektro- 
dynamik zu Grunde gelegt ist. 

Um hierüber ein Urteil zu gewinnen, fassen wir eine spe- 
zielle Lorentz-Transformation ins Auge, wie sie durch die Glei- 
chungen (10), (11), (12) dargestellt ist, mit einem von Null ver- 
schiedenen Vektor b von irgend einer Richtung und einem Be- 
trage q, der < List. Wir wollen aber für einen Moment noch 
keine Verfügung über das Verhältnis von Längeneinheit und Zeit- 
einbeit getroffen denken und demgemäfB in jenen Gleichungen statt 
t,t',q schreiben ct, ct’, +, wobei dann c eine gewisse positive 
Konstante vorstellt und qg—c sein muf. Die genannten Glei- 
chungen verwandeln sich dadurch in 


D c(r,—gé) ; + quete 
Er TT 

es bedeutet, wie wir erinnern, tr den Raumvektor x, y, z und 1’ 
den Raumvektor 2’, y, z’. 


Gehen wir in diesen Gleichungen, während wir b festhalten, 
zur Grenze c — © über, so entsteht aus ihnen 


Et, tæ=t-dgt, d=i, 


die Grundgleichungen f. d. elektromagnetischen Vorgänge i. bew. Kürpern. 99 


Diese neuen Gleichungen würden nun bedeuten einen Übergang 
vom räumlichen Koordinatensysteme x, y, 2 zu einem anderen 
räumlichen Koordinatensysteme 2’, y’, 2’ mit parallelen Axen, dessen 
Nullpunkt in Bezug auf das erste in gerader Linie mit konstanter 
Geschwindigkeit fortschreitet, während der Zeitparameter ganz 
unberührt bleiben soll. 

Auf Grund dieser Bemerkung darf man sagen: 

Die klassische Mechanik postuliert eine Ko- 
varianz der physikalischen Gesetze für die Gruppe 
der homogenen linearen Transformationen des Aus- 
drucks 
(1) ER RUE 
in sich mit der Bestimmung € — co, 

Nun wäre es geradezu verwirrend, in einem Teilgebiet der 
Physik eine Kovarianz der Gesetze für die Transformationen des 
Ausdrucks (1) in sich bei einem bestimmten endlichen c, in einem 
anderen Teilgebiete aber für c — co zu finden. Dass die New- 
tonsche Mechanik nur diese Kovarianz für c — co behaupten 
und sie nicht für den Fall von c als Lichtgeschwindigkeit ersinnen 
konnte, bedarf keiner Erklärung. Sollte aber nicht gegenwärtig 
der Versuch zulässig sein, jene traditionelle Kovarianz für c — co 
nur als eine durch die Erfahrungen zunächst gewonnene Approxi- 
mation an eine exaktere Kovarianz der Naturgesetze für ein ge- 
wisses endliches c aufzufassen ? 

Ich môchte ausfübren, daB durch eine Reformierung der 
Mechanik, wobei an Stelle des Newtonschen Relativi- 
tätspostulates mit c — oc ein solches für einendliches 
c tritt, sogar der axiomatische Aufbau der Mechanik erheblich 
an Vollendung zu gewinnen scheint. 

Das Verhältnis der Zeïiteinheit zur Längeneinheit sei derart 
normiert, daB das Relativitätspostulat mit c — 1 in Betracht 
kommt. 

Indem ich jetzt geometrische Bilder auf die Mannigfaltigkeit 
der vier Variabeln x, y, z,t übertragen will, mag es zum leichteren 
Verständnis des Folgenden bequem sein, zunächst y, : vüllig auBer 
Betracht zu lassen und x und { als irgendwelche schiefwinklige 
Parallelkoordinaten in einer Ebene zu deuten. 

Ein Raum-Zeit-Nullpunkt O (x, y, 2, t — 0,0,0,0) wird bei den 
Lorentz-Transformationen festgehalten. Das Gebilde 


(2) —-ÿ-#+e =1, 1t>0, 
7e 
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eine hyperboloidische Schale, umfaft den Raum-Zeitpunkt 
A(x,y,2,t—= 0,0,0,1) und alle Raum-Zeitpunkte 4’, die nach 
Lorentz-'Transformationen als (x’,y',2!,t! — 0,0,0,1) in den neu 
eingeführten Bestimmungsstücken 2’, y’, z',{’ auftreten. 

Die Richtung eines Radiusvektors O4’ von O nach einem 
Punkte 4’ von (2) und die Richtungen der in À’ an (2) gehenden 
Tangenten sollen normal zu einander heifen. 

Verfolgen wir eine bestimmte Stelle der Materie in ihrer Babn 
zu allen Zeiten ét. Die Gesamtheit der Raum-Zeitpunkte x, y, z,é, 
die der Stelle zu den verschiedenen Zeiten € entsprechen, nenne 
ich eine Raum-Zeitlinie. 

Die Aufgabe, die Bewegung der Materie zu bestimmen, ist 
dahin aufzufassen: Es soll für jeden Raum-Zeitpunkt die 
Richtung der daselbst durchlaufenden Raum-Zeitlinie 
festgestellt werden. 

Einen Raum-Zeitpunkt P(x, y,2,t) auf Ruhe transfor- 
mieren, heift, durch eine Lorentz-Transformation ein Bezug- 
system x’,y',z2/,t' einführen derart, daB die #{’-Axe O4’ die Rich- 
tung erlangt, die in P die dort durchlaufende Raum-Zeitlinie zeigt. 
Der Raum #!’ — konst., der durch P zu legen ist, soll dann der 
in P auf der Raum-Zeitlinie normale Raum heissen. Dem Zu- 
wachs dt der Zeit { von P aus entspricht der Zuwachs 


dx, ?) 


4 


(3) dr = Vdt- dx — dj —- de = dtV1—t0 — 
des hierbei einzuführenden Parameters {’. Der Wert des Integrals 
Ja = JV Gr + di di + dy, 


auf der Raum-Zeitlinie von irgend einem festen Anfangspunkte 
P° an bis zum variabel gedachten Endpunkte P gerechnet, heife 
die Eigenzeit der betreffenden Stelle der Materie im Raum-Zeit- 
punkte P. (Es ist das eine Verallgemeinerung des von Lorentz 
für gleichf‘rmige Bewegungen gebildeten Begriffs der Ortszeit.) 

Nehmen wir einen räumlich ausgedehnten Kürper ÆÀ° zu einer 
bestimmten Zeit {, so soll der Bereich aller durch die Raum- 
Zeïtpunkte K°,t° führenden Raum-Zeitlinien ein Raum-Zeit- 
faden heiïBen. 

Haben wir einen analytischen Ausdruck @(x,y,2,t), soda 
O(x,y,2,t) — O0 von jeder Raum-Zeitlinie des Fadens in einem 
Punkte getroffen wird, wobei 


1) Die Bezeichnung mit Indizes und die Zeichen w, w nehmen wir wieder 
in dem früher festgesetzten Sinne in Gebrauch (s. $ 3 und $ 4). 
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00 \° 0@ \’ 00 \° 00 \’ 0® 
Delon) ee een ve 0 

ist, so wollen wir die Gesamtheit Q der betreffenden Treffpunkte 
einen Querschnitt des Fadens nennen. An jedem Punkte 
P(x,y,2,t) eines solchen Querschnitts kônnen wir durch eine 
Lorentz-Transformation ein Bezugsystem 2, y’, 2’, {’ einführen, sodaf 
hernach 

Se mge Mie ee due. Ge NÉS: 

0x" bou 2OME Ôz (LA 
wird. Die Richtung der betreffenden, eindeutig bestimmten f'-Axe 
heiBe die obere Normale des Querschnitts Q im Punkte P und 
der Wert dJ — [ff ax ay" az’ für eine Umgebung von P auf dem 
Querschnitt ein Inhaltselement des Querschnitts. In diesem 
Sinne ist R°,{° selbst als der zur f-Axe normale Querschnitt é — {° 
des Fadens und das Volumen des Kôrpers R° als der Inhalt 
dieses Querschnitts zu bezeichnen. 

Indem wir den Raum R° nach einem Punkte hin konvergieren 
lassen, kommen wir zum Begriffe eines unendlich dünnen 
Raum-Zeïitfadens. In einem solchen denken wir uns stets eine 
Raum-Zeitlinie irgendwie als Hauptlinie ausgezeichnet und ver- 
stehen unter der Eigenzeit des Fadens die auf dieser Haupt- 
linie festgestellte Eigenzeit, unter den Normalquerschnitten 
des Fadens seine Durchquerungen durch die in den Punkten der 
Hauptlinie auf dieser normalen Räume. 

Wir formulieren nunmehr das Prinzip von der Erbal- 
tung der Massen. 

Jedem Raume RÀ zu einer Zeit { gehôürt eine positive Grôsse, 
die Masse in R zur Zeit t, zu. Konvergiert R nach einem 
Punkte x,y,2,t hin, so nähere sich der Quotient aus dieser Masse 
und dem Volumen von R einem Grenzwert u (x, y, z,t), der Massen 
dichte im Raum-Zeitpunkte x, y, z,t. 

Das Prinzip von der Erhaltung der Massen besagt: Für 
einen unendlich dünnen Raum-Zeitfaden ist das Pro- 
dukt wdJ aus der Massendichte w an einer Stelle 
4,Y,2,t des Fadens (d. h. der Hauptlinie des Fadens) und dem 
Inhalt dJ des durch die Stelle gehenden zur t-Axe 
normalen Querschnitts stets längs des ganzen Fa- 
dens konstant. 

Nun wird als Inhalt dJ, des durch x, y, :,t gelegten Normal- 
querschnitts des Fadens 


> 0 


| 
| 
= 
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(4) dJ, = DOET var ar 


Vi 


zu rechnen sein und es môüge 


De 5 Si —>7 __ dt 
(6) re — iv, — u 1-1 he 
als Ruh-Massendichte an der Stelle x, y, z,t definiert werden. 
Alsdann kann das Prinzip von der Erhaltung der Massen auch s0 
formuliert werden: 

Für einen unendlich dünnen Raum-Zeitfaden ist 
das Produkt aus der Ruh-Massendichte und dem In- 
halt des Normalquerschnitts an einer Stelle des Fa- 
dens stets längs des ganzen Fadens konstant. 

In einem beliebigen Raum-Zeitfaden sei ein erster Querschnitt 
Q° und sodann ein zweiter Querschnitt Q' angebracht, der mit Q° 
dessen Punkte auf der Begrenzung des Fadens, aber nur diese gemein 
hat, und die Raum-Zeitlinien innerhalb des Fadens môgen auf Q 
grôBere Werte { als auf Q° zeigen. Das von Q° und Q' zusammen 
begrenzte, im Endlichen gelegene Gebiet soll dann eine Raum- 
Zeit-Sichel, Q° die untere, Q' die obere Begrenzung der 
Sichel heifen. 

Denken wir uns den Faden in viele sehr dünne Raum-Zeit- 
fäden zerlegt, so entspricht jedem Eintritt eines dünnen Fadens 
in die untere Begrenzung der Sichel ein Austritt aus der oberen, 
wobei für beide das im Sinne von (4) und (5) ermittelte Produkt 
vdJ, jedesmal gleichen Wert hat. Es verschwindet daher die 
Differenz der zwei Integrale [ vdJ,, das erste erstreckt über die 
obere, das zweite über die untere Begrenzung der Sichel. Diese 
Differenz findet sich nach einem bekannten Theoreme der Integral- 
rechnung gleich dem Integrale 


JT or vw dx dy de di, 
erstreckt über das ganze Gebiet der Sichel, wobeiï (vgl. (67) in $ 12) 


Ovw, , vw, , vw, | vw, 
0x, 0x, 0x, Ôx, 


lor vw — 


ist. Wird die Sichel auf einen Raum-Zeitpunkt x, y, z, t zusammen- 
gezogen, so folgt hiernach die Differentialgleichung 


(6) lor vw = 0, 


d. i. die Kontinuitätsbedingung 
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Ou, 
ox 


dut, 
Ôy 
Wir bilden ferner, über das ganze Gebiet einer Raum-Zeit- 
Sichel erstreckt, das Integral 


(?) N — //ff v dx dy ds at. 

Wir zerschneiden die Sichel in dünne Raum-Zeitfiden und jeden 
dieser Fäden weiter nach kleinen Elementen dr seiner Eigenzeit, 
die aber noch gegen die Lineardimensionen der Normalquerschnitte 
groB sind, setzen die Masse eines solchen Fadens »dJ, — dm und 
schreiben noch r° und r' für die Eigenzeit des Fadens auf der 
unteren bezw. der oberen Begrenzung der Sichel; alsdann ist das 
Integral (7) auch zu deuten als 


var, = f(x 1°) dm 


über die sämtlichen Fäden in der Sichel. 

Nun fasse ich die Raum-Zeitlinien innerhalb einer Raum-Zeit- 
Sichel gleichsam wie substanzielle Kurven aus substanziellen Punk- 
ten bestehend auf und denke sie mir einer kontinuierlichen Lagen- 
veränderung innerhalb der Sichel in folgender Art unterworfen. 
Die ganzen Kurven sollen irgendwie unter Festhaltung der 
Endpunkte auf der unteren und der oberen Begrenzung 
der Sichel verrückt und die einzelnen substanziellen Punkte auf 
ihnen dabei so geführt werden, daf sie stets normal zu den 
Kurven fortschreiten. Der ganze ProzeB soll analytisch mittelst 
eines Parameters # darzustellen sein und dem Werte 3 — 0 sollen 
die Kurven in dem wirklich stattfindenden Verlauf der Raum- 
Zeitlinien innerhalb der Sichel entsprechen. Ein solcher Prozef 
soll eine virtuelle Verrückung in der Sichel heifen. 

Der Punkt x, y, z,t in der Sichel für 8 — 0 môge beim Para- 
meterwerte # nach x+ 0x, y + 0y, z2+ 02, t+Ôt gekommen sein; 
letztere GrüBen sind dann Funktionen von x,y,2,t,9. Fassen 
wir wieder einen unendlich dünnen Raum-Zeitfaden an der Stelle 
x, y, z,t auf mit einem Normalquerschnitte von einem Inhalte dJ, 
und ist dJ,+0dJ, der Inhalt des Normalquerschnitts an der ent- 
sprechenden Stelle des variierten Fadens, so wollen wir dem 
Prinzipe von der Erhaltung der Massen in der Weise 
Rechnung tragen, daB wir an dieser variierten Stelle eine Ruh- 
Massendichte » + dv gemäB 


(8) (v+0v) (dJ,+0d47,) = vd, = dm 


Out, Ou 


+ Ô0z OU 


+ 
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annehmen, unter » die wirkliche Ruh-Massendichte an x, y, z,t 
verstanden. Zufolge dieser Festsetzung variiert dann das Integral 
(7), über das Gebiet der Sichel erstreckt, bei der virtuellen Ver- 
rückung als eine bestimmte Funktion N+ÔN von # und wir 
wollen diese Funktion N+ON die Massenwirkung bei der 
virtuellen Verrückung nennen. 

Zichen wir die Schreibweise mit Indizes heran, so wird sein: 


ETS _ k = 1, 2, 3, 4 
Gz, dur + 5 40 ë ls 4 


(9) dti + 0%») = dti + 2 


Nan leuchtet auf Grund der schon gemachten Bemerkungen 
alsbald ein, daB der Wert von N+ÔN beim Parameterwerte # 
sein wird: 


(10) N+6N = fr ED an dy de at, 


über die Sichel erstreckt, wobei d(r+0r) diejenige GrôBe bedeutet, 
die sich aus 


V— (dr, +d0x,) — (dx, + dôx,) — (dx, + d0x,) — (dx, + dôx,) 
mittelst (9) und 
dx, = w,dt, dx, — w,dr, dx, = w,dr, dx, = w,dr; dÿ — 0 


ableitet; es ist also 


GPA Or rs de (re 00%, \ fk— 1,92,3,4 
D À he V 2 (er + 2 ne) GT 1,2, 8, nl 
Nun wollen wir den Wert des Differentialquotienten 
d(N+ÔN) 
1 eee, 
(12) Re Le 


einer Umformung unterwerfen. Da jedes 0x, als Funktion der 
Argumente 2,,%,,x,,&,, ® für 9 — 0 allgemein verschwindet, s0 


ist auch allgemein _ — 0 für # — 0. Setzen wir nun 
k 
00% 
13 SO =# (= 1,2, 3, 4), 
(13) . 


so folgt auf Grund von (10) und (11) für den Ausdruck (12): 


— [ff » Zu( 5 v, + 5 0 +, + Su) dr dy de dt. 


Für die Systeme x,, x,, x,, x, auf der Begrenzung der Sichel 
sollen ôx,, dx,, dx, 0x, bei jedem Werte & verschwinden und sind 
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daher auch Ë,, Ë,, £,, £, überall Null. Danach verwandelt sich das 
letzte Integral durch partielle Integration in 


Ur, ue 40 OvUrW, OvUrw, 
Ex (PS + —_—— +) dx dy dz dt. 
SITE A _ À. y 


Darin ist der cie re Be 


Ôvw 


OTx 


OWy 
+ HORS Ed 


Die erste Summe hier verschwindet zufolge der Kontinuitäts- 
bedingung (6), die zweite läft sich darstellen als 


Ow, dx, Owr, dx, : Ow, da, , Owx dx, du, d (Fe ) 
dt dt dr 


0x, dr ‘ Ox, dr ‘ 0x, dx ‘ Ôx, FR dr 


wobei durch Differentialquotienten in Richtung der Raum- 


Zeïtlinie einer Stelle angedeutet werden. Für den Differential- 
quotienten (12) resultiert damit endlich der Ausdruck 


dw, dw, dw, dw, 
(14) Ne E, + et Hat et) dx dy dz dt. 


Für eine virtuelle Verrückung in der Sichel hatten wir noch 
die Forderung gestellt, da die substanziell gedachten Punkte 
normal zu den aus ihnen hergestellten Kurven fortschreiten soll- 
ten; dies bedeutet für 9 — 0, daB die £, der Bedingung 


(15) Her Mes ses LU ei = 0 


zu entsprechen haben. 

Denken wir nun an die Maxwellschen Spannungen in der 
Elektrodynamik ruhender Kôürper und betrachten wir andererseits 
unsere Ergebnisse in den $$ 12 und 13, so liegt eine gewisse 
Anpassung des Hamiltonschen Prinzipes für kontinuier- 
lich ausgedehnte elastische Medien an das Relativitätspostu- 
lat nahe. 

An jedem Raum-Zeitpunkte sei (wie in $ 13) eine Raum-Zeit- 
Matrix IL. Art 


Si Ds) Ds: Te | À; 1, PAS —1T, 
FO es OO X, X, Zi, 
DE SES, g AE vi 
EE EL de HUE AE 77 TEE 


bekannt, worin X,, ” 1 La T,,... Xy, .… T, reelle GrüBen sind. 
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Für eine virtuelle Verrückung in einer Raum-Zeit-Sichel bei 
den vorhin angewandten Bezeichnungen môge der Wert des In- 
tegrals 


(17) w+ow = J(s Su AE CE) dx dy de dt, 


über das Gebiet der Sichel erstreckt, die Spannungswirkung 
bei der virtuellen Verrückung heifen. 

Die hier vorkommende Summe, ausführlicher und mit reellen 
GrôBen geschrieben, ist 


X,+Y,+2,+1T, 


CIE ôûx Ô8z 
+ tÀ, à Fr RDA as 
o0x CLIP CL 
D nn US CSN 


Wir wollen nun folgendes Minimalprinzip für die Me- 
chanik ansetzen: 

Wird irgend eine Raum-Zeit-Sichel abgegrenzt, 
so soll bei jeder virtuellen Verrückung in der Sichel 
die Summe aus der Massenwirkung und aus der Span- 
nungswirkung für den wirklich stattfindenden Ver- 
lauf der Raum-Zeitlinien in der Sichel stets ein Ex- 
tremum sein. 

Der Sinn dieser Aussage ist, daB bei jeder virtuellen Ver- 
rückung in den vorhin erklärten Zeichen 


d(ÔôN+OW) 
(18) EE don 
sein soll. 

Nach den Methoden der Variationsrechnung folgen aus diesem 
Minimalprinzipe unter Rücksichtnahme auf die Bedingung (15) und 
mittelst der Umformung (14) sogleich die folgenden vier Diffe- 
rentialgleichungen 


(9) y Un 2 Kits (h = 1, 2, 3, 4), 
Wo 
us A 


0x, Ôx, Ôx, Er 


die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors I. Art À = lorS sind 
und x ein Faktor ist, dessen Bestimmung auf Grund von ww = —1 
zu erfolgen hat. Durch Multiplikation von (19) mit #, und nach- 
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herige Summation über » — 1, 2, 3, 4 findet man x — Kw und 

es wird Æ+(Æw)w offenbar ein zu w normaler Raum-Zeit- 

Vektor IL. Art. Schreiben wir die Komponenten dieses Vektors 
X, Y, Z,iT, 

so gelangen wir nunmehr zu folgenden Gesetzen für die Be- 

wegung der Materie: 


d dx 
REED 
d dy 
&d&  ? 
(1) d ds 
De Pi En 
d dt 
dr dt T. 
Dabei gilt 
ea Éa =) -1 
ele Aie a) — dr 
und 
dx dy de dt 
MR et, M Aa à 


und auf Grund dieser Umstände würde sich die vierte der Glei- 
chungen (21) als eine Folge der drei ersten darunter ansehen 
lassen. 

Aus (21) leiten wir weiter die Gesetze für die Bewegung 
eines materiellen Punktes, das soll heifen für den Verlauf 
eines unendlich dünnen Raum-Zeitfadens ab. 

Es bezeichne x, y, z, t einen Punkt der im Faden irgendwie 
angenommenen Hauptlinie. Wir bilden die Gleichungen (21) für die 
Punkte des Normalquerschnitts des Fadens durch x, y, 4,t 
und integrieren sie, mit dem Inhaltselement des Querschnitts mul- 
tipliziert, über den ganzen Raum des Normalquerschnitts. Sind 
die Integrale der rechten Seiten dabei R,, R,, R,, R, und ist m die 
konstante Masse des Fadens, so entsteht 


He c'e 
d__dy 
sent RU 
d ds 
ae div) 
m M sthe 
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Dabei ist wieder R mit den Komponenten R,, R,, R,, 1h, ein 
Raum-Zeit-Vektor I. Art, der zu dem Raum-Zeit-Vektor I. Art 
w, Geschwindigkeit des materiellen Punktes, mit den Kompo- 
nenten 


normal ist. Wir wollen diesen Vektor À die bewegende 
Kraft des materiellen Punktes nennen. 

Integriert man jedoch die Gleichungen statt über den Nor- 
malquerschuitt des Fadens entsprechend über den zur t-Axe 
normalen Querschnitt des Fadens, der durch x, y, z,t gelegt ist, 
so entstehen (s. (4)) die Gleichungen (22), multipliziert noch mit 
dr 


TR insbesondere als letzte Gleichang darunter 


î (T) = W,R 1128 E ne 


Man wird nun die rechte Seite als Arbeitsleistung am mate- 
riellen Punkte für die Zeiteinheit aufzufassen haben. In der 
Gleichung selbst wird man dann den Energiesatz für die Be- 
wegung des materiellen Punktes sehen und den Ausdruck 


m( 1) Æ m(——-1) — m (nl +8 [ml +...) 


dr Vi 
als kinetische Energie des materiellen Punktes ansprechen. 
Indem stets dt > dr ist, kônnte man den Quotienten Ce 


als das Vorgehen der Zeit gegen die Eigenzeit des materiellen 
Punktes bezeichnen und dann sich ausdrücken: Die kinetische 
Exergie eines materiellen Punktes ist das Produkt seiner Masse 
in das Vorgehen der Zeit gegen seine Eigenzeit. 

Das Quadrupel der Gleichungen (22) zeigt wieder die durch 
das Relativitätspostulat geforderte volle Symmetrie in %,y,2, tt, 
wobei der vierten Gleichung, wie wir dies bereits in der 
Elektrodynamik analog antrafen, gleichsam eine hôhere 
physikalische Evidenz zuzuschreiben ist. Auf Grund 
der Forderung dieser Symmetrie ist nach dem Muster der vierten 
Gleichung schon sofort das Tripel der drei ersten Gleichungen 
aufzubauen und im Hinblick auf diesen Umstand ist die Behaup- 
tung gerechtfertigt: Wird das Relativitätspostulat an 
die Spitze der Mechanik gestellt, so folgen die voll- 
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ständigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satze 
von der Energie. 

Ich môchte nicht unterlassen, noch plausibel zu machen, daf 
nicht von den Erscheinungen der Gravitation her ein Wider- 
spruch gegen die Annahme des Relativitätspostulates zu erwarten ist). 

Ist B* (x*,y*,2*, t*) ein fester Raum-Zeitpunkt, so soll der 
Bereich aller derjenigen Raum-Zeitpunkte B (x, y, z,t), für die 
(23) (æ—a*) +(y— y) + (ze — 2) = (t— 1%), 1— 0 
ist, das Strahlgebilde des Raum-Zeitpunktes B* heifen. 

Von diesem Gebilde wird eine beliebig angenommene Raum- 
Zeïtlinie stets nur in einem einzigen Raum-Zeitpunkte B geschnitten, 
wie einerseits aus der Konvexität des Gebildes, andererseits 
aus dem Umstande hervorgeht, daf alle Richtungen der Raum- 
Zeïtlinie nur Richtungen von B* nach der konkaven Seite des 
Gebildes sind. Es heife dann B* ein Lichtpunkt von B. 

Wird in der Bedingung (23) der Punkt B(x,y,2,t) fest, der 
Punkt B*(x*,y*,z*,{*) variabel gedacht, so stellt die nämliche 
Relation den Bereich aller Raum-Zeïtpunkte B* dar, die Lacht- 
punkte von B sind, und es zeigt sich analog, daB auf einer be- 
liebigen Raum-Zeitlinie stets nur ein einziger Punkt B* vorkommt, 
der ein Lichtpunkt von B ist. 

Es mûüge nun ein materieller Punkt F von der Masse m bei 
Vorbandensein eines anderen materiellen Punktes F* von der 
Masse m* eine bewegende Kraft nach folgendem Gesetze erfahren. 
Stellen wir uns die Raum-Zeitfäden von Fund F* mit Hauptlinien 
in ihnen vor. Es sei BC ein unendlich kleines Element der 
Hauptlinie von F, weiter B* der Lichtpunkt von B, C* der Licht- 
punkt von C auf der Hauptlinie von F*, sodann O4’ der zu B* C* 
parallele Radiusvektor des hyperboloïdischen Grundgebildes (2), 
endlich D* der Schnittpunkt der Geraden B*C* mit dem durch B 
zu ihr normal gelegten Raume. Die bewegende Kraft des 
Massenpunktes F im Raum-Zeitpunkte B müge nun 
sein derjenige zu BC normale Raum-Zeit-Vektor 
I. Art, der sich additiv zusammensetzt aus dem 
Vektor Haute 
(24) m m* Fred BD* 
in Richtung BD* und dazu einem geeigneten Vektor 


1) In einer ganz anderen Weise, als ich hier vorgehe, bat H. Poincaré 
(Rend. Cire. Matem. Palermo, t. XXI (1906), p. 129) das Newtonsche Attrak- 
tionsgesetz dem Relativitätspostulate anzupassen versucht. 


3 
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in Richtung B*CY*. Dabei ist unter 04’/B*D* das Verhältnis 
der betreffenden zwei parallelen Vektoren verstanden. 

Es leuchtet ein, dafB diese Festsetzung einen kovarianten 
Charakter in Bezug auf die Lorentzsche Gruppe trägt. 

Wir fragen nun, wie sich hiernach der Raum-Zeïitfaden von 
F verhält, falls der materielle Punkt F* eine gleichfôrmige 
Translationsbewegung ausführt, d. h. die Hauptlinie des Fadens 
von F* eine Gerade ist. Wir verlegen den Raum-Zeit-Nullpunkt 
O in sie und kônnen durch eine Lorentz-Transformation diese Gre- 
rade als {-Axe einführen. Nun bedeute x, y, z,t den Punkt B und 
es sei 7* die Eigenzeit des Punktes B*, von O aus gerechnet. 
Unsere Festsetzung führt hier zu den Gleichungen 


D RP EN RIRE. PPT RER 
de" DRE jt CH NO(t ep nd NE RENE 
und 
db m*  d(t—T*) 
4) dr. (t—71*) FAP 
wobei 
(27) +yÿ+e = ((—1*) 
und 
de \ dy)" 1e de Y'en, fé \! 
M? CAE 7 BA Bac 1e 


ist. Die drei Gleichungen (25) lauten in Anbetracht von (27) genau 
wie die Gleichungen für die Bewegung eines materiellen Punktes 
unter Anziehung eines festen Zentrums nach dem Newtonschen 
Gesetze, nur daf statt der Zeit { die Eigenzeit tr des materiellen 
Punktes tritt. Die vierte Gleichung (26) gibt sodann den Zusammen- 
hang zwischen Eigenzeit und Zeit für den materiellen Punkt. 

Es môge nun die Bahn des Raumpunktes x,y,2 für die ver- 
schiedenen + eine Ellipse mit der gro8$en Halbaxe «a, der Exzentri- 
zität e sein und in ihr Æ die exzentrische Anomalie bedeuten, T 
den Zuwachs an Eigenzeit für einen vollen Umlauf in der Babn, 
endlich nT = 2x sein, sodaf bei geeignetem Anfangspunkte von + 
die Keplersche Gleichung 


(29) nr = E-—e sin E 

besteht. Verändern wir noch die Zeiteinheit und bezeichnen die 
Lichtgeschwindigkeit mit c, so entsteht aus (28): 

(E )-1 | Rm l+ecos E 


3 Cu — 00 — — € 
ta dr ac l1—ecos E 
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Unter Vernachlässigung von c* gegen 1 folgt dann 


1 m* 1+ecos E 
PE (+5 ac? ep) 


woraus mit Benutzung von (29) sich 


1 m* 


3 — 
(31) nt + konst (+ n'a 


Jne+ ME sin E 


Quadrat des Verhältnisses 


einer gewissen mittleren Geschwindigkeit von F in seiner Bahn 
zur Lichtgeschwindigkeit. Wird für m* die Masse der Sonne, für 
a die halbe grofe Axe der Erdbahn gesetzt, so beträgt dieser 
Faktor 107, 

Ein Anziehungsgesetz für Massen gemäf der eben erürterten 
und mit dem Relavitätspostulate verbundenen Formulierung würde 
zugleich eine Fortpflanzung der Gravitation mit Licht- 
geschwindigkeit bedeuten. In Anbetracht der Kleinheïit des 
periodischen Termes in (31) dürfte eine Entscheidung gegen ein 
solches Gesetz und die vorgeschlagene modifizierte Mechanik zu 
Gunsten des Newtonschen Attraktionsgesetzes mit der Newton- 
schen Mechanik aus den astronomischen Beobachtungen nicht ab- 
zuleiten sein. 


en 


Ueber die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven. (Imaginäre Substitutionsgruppen). 


(Voranzeige). 


Mitteilung eines Grenzübergangs durch iterierendes 
Verfahren. 


Von 
Paul Koebe in Gôttingen. 
Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 22. Februar 1908. 


In meinen bisherigen Abhandlungen über die Uniformisierung 
algebraischer bezw. analytischer Kurven ') habe ich mich auf die- 
jenigen Uniformisierungsprobleme beschränkt, welche auf reelle 
lineare Substitutionsgruppen führen. Die Methode, welche ich in 
dieser Mitteilung erläutern will, gestattet die Erledigung auch 
solcher Uniformisierungsprobleme, bei welchen die betreffenden 
linearen Substitutionsgruppen imaginär werden. Es kommen hier 
namentlich die von Herrn Klein Math. Annalen Bd. XIX*) und 
XXI) aufgestellten, durch das Prinzip der ,Ineinanderschie- 
bung“ gewonnenen Theoreme (,Fundamentaltheoreme“) in 
Betracht. 

Mein Verfahren, welches ich als Grenzübergang durch 
iterierendes Verfahren bezeichne, will ich an dem Beispiele 
des von Herrn Klein Math. Annal. Bd. XIX formulierten Fun- 
damentaltheorems auseinandersetzen. 


1) Güttinger Nachrichten, 1907, Sitzungen vom 9. März, 12. Mai, 6. Juli, 
23. November. 

2) F. Klein: ,Ueber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen 
in sich“. 1882. 

3) F.Klein: ,Neue Beïträge zur Riemannschen Funktionentheorie“, 1882/83. 
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Auf einer gegebenen Riemannschen Fläche vom Geschlecht p 
sind p die Fläche nicht zerstückende Rückkehrschnitte beliebig 
gezogen. Es handelt sich darum die aufgeschnittene Riemannsche 
Fläche, welche 2p-fach zusammenhängend ist, umkehrbar eindeutig 
und konform auf einen (unbekannten) die Ebene einfach über- 
deckenden Bereich ® derart abzubilden, da je zwei Punkten der 
aufgeschnittenen Fläche, welche sich längs eines der p Rückkehr- 
schnitte unmittelbar gegenüberliegen, zwei Randpunkte des Be- 
reichs ® entsprechen, die durch eine lineare Substitution auf ein- 
ander bezogen erscheinen. 

Daf diese Aufgabe, abgesehen von einer linearen Transfor- 
mation des Bereichs ®, nicht mehr als eine Lôsung haben kann, 
ergibt sich mit Hülfe einer Methode, deren Grundgedanke in einem 
von mir auf der Naturforscherversammlung in Meran (September 
1905) vorgetragenen Beweise eines spezielleren Satzes enthalten ist !). 
Da es aber wirklich einen den Bedingungen der Aufgabe genü- 
genden Bereich ® gibt. ist besonders nachzuweisen. 

Ich behaupte nun und werde meine Behauptung in einer dem- 
nächst in den Gôütt. Nachr. erscheinenden Abhandlung ausfübrlich 
begründen, da die Lôüsung des genannten Problems durch folgenden 
ProzeB gewonnen wird. 

Man bilde zunächst unter Benutzung eines in der erwähnten 
Arbeit (Jahresbericht 1906) von mir angegebenen Gedankens *) die 
aufgeschnittene Riemannsche Fläche umkehrbar eindeutig und kon- 
form auf einen 2p-fach zusammenhängenden schlichten Bereich ®, 
ab, wobei die zwischen den Randlinien von ®, sich ergebende Zu- 
ordnung im allgemeinen noch nicht linear, jedenfalls aber regulär 
analytisch ist. 

Man hat jetzt die neue Aufgabe, den schlichten Bereich ®, 


-mit analytischer Ränderzuordnung umkehrbar eindeutig und kon- 


form auf den gesuchten Bereich ® mit linearer Ränderzuordnung 
derart abzubilden, daB je zwei einander zugeordneten Randpunkten 
des Bereichs ®, zwei einander zugeordnete Randpunkte des Be- 
reichs ® entsprechen. Die Lôsung dieser Aufgabe wird im wesent- 
lichen durch das elliptische Integral erster Art geliefert, wenn 
die Anzahl p der einander zugeordneten Randlinienpaare gleich 
eins ist. Diese speziellere Abbildungsaufgabe spielt bei der 


1) S. meine Arbeit: ,Ucber konforme Abbildung mehrfach zusammenhän- 
gender cbener Berciche, insbesondere solcher Berciche, deren Begrenzung von 
Kreisen gebildet wird“; Jahresbericht der Deutschen Mathematikervercinigung, 
Jahrgang 1906, pag. 142—153. 
2) S. insbesondere pag. 150—152 der Arbeit. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1908. Hoft 1. 8 
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nunmehr vorzuführenden Lôsung des allgemeinen Abbildungspro- 
blems (p = 2) die Rolle einer Grundaufgabe. 

Es seien L,,, L\,, L,,, L;,,... L,,, L,, die p Paare einander 
entsprechender Randlinien des Bereichs ®,. Fassen wir das von 
den Linien L,,, L;, allein begrenzte zweifach zusammenhängende 
Gebiet in der Ebene auf, welches den Bereich ®, als Teil enthält, 
so kônnen wir für dieses Gebiet die Grundaufgabe lôsen. 
Um diese Aufgabe zu einer vüllig bestimmten zu machen, müssen 
wir noch über die drei komplexen Konstanten der linearen Trans- 
formation verfügen, welcher die bei der Lôsung der Grundaufgabe 
sich ergebende Abbildungsfunktion unterworfen werden kann. 
Man kann diese Verfügung beispielsweise dadurch treffen, daf 
man drei Punkte im Innern des Bereichs &, markiert, welche bei 
der erwähnten konformen Abbildung fest bleiben sollen. Diese 
drei Punkte wollen wir auch bei allen folgenden Abbildungsope- 
rationen unseres Verfahrens fest denken. 

Der Bereich ®, geht bei der oben angegebenen ersten Ab- 
bildungsoperation in einen Bereich ®, über. Von den einander 
zugeordneten Begrenzungslinien des Bereichs ®,, welche ent- 
sprechend den Begrenzungslinien des Bereichs ®, mit L,,, L;,, 
Lis, Lis. L,:, L,, bezeichnet werden môügen, sind L,,, L!, 
linear auf einander bezogen, während die p —1 anderen Rand- 
linienpaare jedenfalls regulär analytisch auf einander bezogen er- 
scheinen. Wir kônnen daher mit dem Bereich ©, ebenso ver- 
fabren wie mit ®, indem wir jetzt das zweite Paar Begren- 
zungslinien bevorzugen. Der Bereich ®, geht dadurch in einen 
Bereich ®, über, für welchen das zweite Paar der Begrenzungs- 
linien lineare Zuordnung aufweist, soda also das unmittel- 
bare Resultat der ersten Operation zerstôrt erscheint. Mit ®, 
kann man jetzt ebenso verfahren wie mit ®,, unter Bevorzu- 
gung des dritten Randlinienpaares. Der ProzeB läft sich offen- 
bar in infinitum fortsetzen, indem man die Operation der Grund- 
aufgabe etwa periodisch iterierend anwendet. Wesentlich ist 
übrigens nur, daf man bei der Ausübung des Verfahrens jedes 
der p Linienpaare unendlich oft zwecks Ausführung der Grund- 
operation bevorzugt, ein Umstand, welcher eine bemerkenswerte 
Analogie mit der méthode de balayage des Herrn Poin- 
caré darbietet. Das Verfahren führt uns in der Grenze auf 
einen bestimmten Bereich 

D = lim®,, 
n=@ 


welcher die verlangte Eigenschaft besitzt, 
8 * 
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Als ein Spezialfall der hier behandelten Aufgabe kann das 
von Herrn Schottky in seiner bekannten Doktordissertation ) 
betrachtete Problem angesehen werden, einen von p+1 Linien 
begrenzten (p+1)-fach zusammenhängenden Bereich konform auf 
eimen von p+1 Vollkreisen begrenzten Bereich abzubilden. Die 
in diesem Falle zu Grunde liegende geschlossene Riemannsche 
Fläche vom Geschlecht p gehôrt einem bestimmten orthosym- 
metrischen Typus an, welcher durch die Zahl p +1 der vor- 
handenen Symmetrielinien charakterisiert ist. Das Rückkehr- 
schnittsystem hat man sich aus p dieser Symmetrielinien gebildet 
zu denken. Die Lüsung der genannten Abbildungsaufgabe wurde für 
die Fälle p — 0 und p — 1 bereits von Riemann bezw. Schwarz, 
Schottky gegeben. Für den Fall p — 2 hâbe ich auf der Natur- 
forscherversammlung in Stuttgart (Sept. 1906) eine Lôsung mitge- 
teilt?). Diese Lüsung erstreckt sich überhaupt auf alle mehrfach zu- 
sammenhängenden Bereiche, welche in der Art zu sich selbst sym- 
metrisch sind, daB sie vermüge ihrer Symmetrie in zwei zu einander 
symmetrische einfach zusammenhängende Hälften zerfallen. Allgemein 
kônnen wir die Lüsung der Schottkyschen Aufgabe mit Hülfe 
des iterierenden Verfahrens nach folgender Vorschrift finden: Man 
bilde, wenn mit L,, L,,..., L,,, die Begrenzungslinien des Bereichs 
bezeichnet werden, zunächst das von Z, allein begrenzte einfach 
zusammenhängende (Gebiet der Ebene, welches den gegebenen Be- 
reich als Teil enthält, konform auf die Fläche eines Kreises ab, 
wobei der gegebene Bereich in einen neuen Bereich mit einer 
kreisfôrmigen Begrenzungslinie übergeht. Mit dem neuen Bereiche 
verfahre man unter Bevorzugung der zweiten Begrenzungslinie 
ebenso wie mit dem gegebenen u.s.f., gemäB dem oben erläuterten 
Prinzip*). 


1) F, Schottky: ,Ueber die konforme Abbildung mehrfach zusammen- 
hängender ebener Flächen“. Berlin 1875. (Umgearbeitet erschienen in Crelles 
Journal, Bd. 83.) 

S. auch B. Riemann: ,Gleichgewicht der Elektrizität auf Cylindern mit 
kreisformigem Querschnitt und parallelen Achsen ;“ (Fragment, verôffentlicht 1876), 

2) Vgl. meine Arbeit: ,Ueber konforme Abbildung mehrfach zusammen- 
hängender ebener Bereiche“; Jahresbericht der D. M. V., Jahrgang 1907, pag. 
116—130. 

3) Diese Methode zur allgemeinen Lôsung der Schottkyschen Abbildungs- 
aufgabe habe ich zum ersten Male im Sommer 1905 gelegentlich eines Vortrags 
mitgeteilt, welchen ich im Mathematischen Seminar an der Universität Berlin ge- 
halten habe. Allerdings hatte ich damals noch nicht einen vollständigen Konver- 
genzbeweis. 


8* 
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Ein anderer nicht minder wichtiger und zugleich weiterge- 
hender Spezialfall des Kleinschen Fundamentaltheorems tritt 
ein, wenn die gegebene Riemannsche Fläche zu einer beliebigen 
reellen algebraischen Kurve mit mindestens einem reellen Zuge 
gehôrt und wenn jeder der » Rückkehrschnitte zu sich selbst 
symmetrisch ist und die den reellen Zügen entsprechenden Sym- 
metrielinien der Riemannschen Fläche in zwei Punkten schneidet. 
Diesen Fall habe ich in der Arbeit ,über die Uniformisierung re- 
eller algebraischer Kurven“ besonders untersucht und gewürdigt !). 
Derselbe hat vor dem Schottkyschen Spezialfall namentlich das 
eine voraus, da er nicht, wie jener, an die Vorstellung eines 
orthosymmetrischen Einzeltypus reeller Kurven gebunden 
ist, sondern gleichmäfig alle orthosymmetrischen und dia- 
symmetrischen Typen umfañt. 


1) Gôtt. Nachr., 9. März 1907. Vgl. Fricke’s Spezialtheorem für ortho- 
symmetrische Riemannsche Flächen; Aut. Funkt., Bd. II, pag. 46 oben. 


Ueber die Differentialgleichungen binärer Sem- 
invarianten und Invarianten bei unabhängigen 
Substitutionen. 


Von 
W. Fr. Meyer in Kônigsberg. 


Vorgelegt in der Sitzung am 8. Februar 1908 durch Herrn F. Klein. 


Trotzdem schon Cayley bei seiner ersten Beschäftigung mit 
Invarianten multilineare Urformen einführte, deren Variable un- 
abhängigen linearen Substitutionen unterworfen werden, und 
so den Begriff der Invarianz erweiterte, ist der Theorie der ge- 
nannten Formen und ihrer invarianten Bildungen eine systematische 
Bearbeïitung bislang noch nicht zu Teil geworden. 

Im Folgenden sollen insbesondere die auf der Existenz der 
Differentialgleichungen der Invarianten fuBenden Sätze und Me- 
thoden für beliebig viele binäre Variable kurz entwickelt werden. 

Indem wir uns vorwiegend der nichthomogenen Schreibweise 
bedienen, sei die vorgelegte allgemeine Urform f von den resp. 
Ordnungen ", p, q, ... in den Variabeln %, y, z, ...: 

n ? q 
nn. 2) = DROLE TT A LS UT 23. 
WO n,,D,, 4... resp. die éten, Aten Jten,,, Binomialkoeffizienten von 
n, P, 4, ... bezeichnen. 

Vermôge unabhängiger (,inkongruenter“) linearer Substitu- 
tionen, von den Determinanten Z,, 4, 4,,..., mügen die Variabeln 
Z, Y, z,... übergehen in neue Variable X, Y, Z,..., die Form } in 
eine andere F(X, YŸ, Z,...) mit den Koeffizienten 4,,.. Dann 
wollen wir uns auf, in den «... ganzrationale !) Invarianten 


1) Die meisten der folgenden Entwickelungen sind indessen bei gceigneter 
Modifikation von dieser Annahme unabhängig. 
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J(a) beschränken, die der Identität genügen: 


() J(4) = 44," 48"... d(a) 

wo die Exponenten w,, w,, w, — die | Toil-Gewichtes von J be- 

züglich der einzelnen Variabeln — feste natürliche Zahlen seien. 
Jede der unabhängigen Substitutionen von x, y, z, ... läBt sich 

aus vier Fundamentalsubstitutionen zusammensetzen, aus zwei 

»Schiebungen“ und zwei ,Streckungen“. Es werde z. B. auf x die 

Schiebung ausgeübt : 


(2) dis XX +; 
andererseits, wenn man homogen setzt x — XL F auf x, 
die Schiebung : 
(3) L= X, M NX +X, 
Entsprechend erleide x eine Streckung : 
(4) z—= MX; 
andererseits die homogenisierende Variable x, die Streckung: 
(b) dm À, .%, = À, 


Entwickelt man, wie im Falle einer einzigen Variabeln, nach 
Ausführung der Schiebung (2) J(A) in eine Maclaurinsche Reïhe 
nach steigenden Potenzen von À, so müssen, da gemäf (I) J(4) 
— J(a) sein soll, die Koeffizienten aller Potenzen von » ver- 
schwinden, insonderheit also der von k selbst. Analog verfahre 
man mit der Schiebung (3). Dann genügt die Invariante J be- 
züglich der ersten Variabeln x den beiden linearen partiellen 
Differentialgleichungen : 


cha Sound: à 0J 
V; = > > DE Ain. 0 + 0, 
i=1 k=01—=0 nr. 
(ID) 2 
= Dao RDA AP RTS da = 0, 
und bezüglich jeder weiteren Variabeln y, z,... zwei Gleichungen 


analoger Struktur. 

Nach Ausführung einer Streckung (4) soll gemäf (1) J(4) 
= m"J(a) werden. Man setze m — 1+:, entwickle nunmehr 
beide Seiten der letzten Identität nach Potenzen von &. Dann 
liefert die Uebereinstimmung der beiden Koeffizienten der ersten 
Potenz von & eine weitere lineare partielle Differentialgleichung, 
und dieser ProzeB wiederholt sich im Wesentlichen bei der 
Streckung (5). Somit genügt J bezüglich der ersten Variabeln x 


£ 
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auch noch den beiden Gleichungen: 


ie à Mol 
M, = >} à RU SO SR permets A = 0, 
ktee 


In) i=0K=01—=0 
EN er PE ; ÔJ 
M! = D D...ias.-——-w,J = 0, 
1=11=01=0 0 Au .. 


und analog für die weiteren Variabeln y, 2, … 

Die Bedingungen (III) lassen sich auch durch rein arithme- 
tische ersetzen. Die Invariante J{(a) ist nach Voraussetzung ein 
Aggregat von der Grestalt : 

(6) J(a) = Souu, 

wo die Exponenten 5, natürliche Zahlen (incl. 0) sind, die c nu- 
merische Faktoren. Führt man rechts direkt die vermôüge einer 
Streckung (4) resp. (5) hervorgehenden neuen Koeffizienten 4, 
ein, so ergeben sich durch Vergleichung die beiden, mit (III) 
gleichwertigen Relationen: 


2 Erxr… + 2 »à Eou…. = SI 1 n à: En. —= U,, 
|: He k... 


(II) 
2 Cr es 7m 2 2 En, FES % mOOC <F ñn > Ex. —= w,, 

und analog die dem zweiïten, dritten, ... Index korrespondierenden. 

Man nennt, in Uebereinstimmung mit der obigen Bezeichnung, die 

linken $Seiten von (IIl’) die ,Teilgewichte“ von J bezüglich der 

Variabeln x resp. ihrer homogenisierenden x,, und J ,isobar“ 

hinsichtlich beider, u.s. f. 

Durch Addition der beiden Gleichungen (IT), oder auch (II), 
ergibt sich, daB J bezüglich aller Koeffizienten a, von f homogen 
ist von einer Dimension d, wo: 

AA tn 210 2w 


n D q 

Umgekehrt, und das ist das Bequemere, sagen die Bedingungen 
(III), oder auch (IIT')}, nebst den zugehôrigen, aus, daf J in den 
au bomogen ist, von einer Dimension d, und bezüglich der ein- 
zelnen Variabeln x, y, z, (oder auch bezüglich der einzelnen In- 
dizes) ,isobar“ ist von den Teilgewichten w,, w,, w,, ..., wo diese 
mit d durch die Relationen (7) verknüpft sind. 

Die Substitutionen (2), (3), (4), (5) bilden je für sich eine 
Gruppe, und aus der Lie’schen Theorie der infinitesimalen Sub- 
stitutionen einer Gruppe folgt, daB die vier Bedingungen (II), (III) 
auch hinreichend sind, damit J eine Invariante von f gegenüber 


(?) me 
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einer beliebigen linearen Substitution von x ist, und entsprechend 
AUDRUN Pre, 

Unter einer Seminvariante g@ von f verstehe man eine 
ganzrationale Funktion der a, homogen von einer Dimension d, 
und isobar von bezüglichen Teilgewichten w,, w,, w,, ..., die nur 
den an erster Stelle in (II) aufgeführten Differentialgleichungen 
V, = 0, V, = 0,... genügt, sich also gegenüber den Schiebungen 
der x,y,z,... von Charakter (2) (absolut) invariant verhält. 

Es sollen die einfachsten Seminvarianten von f aufgestellt 
werden, durch die sich alle übrigen rational darstellen lassen. 

GemäB der Definition (Il) der Prozesse V,, V,,... hat man: 


(8) Vo dun... = ins Vida. = £a, 25 u. s. f. 


Die Urform f (1) gebe vermüge der Schiebungen (2) x = X+, 
y—= Y+k,..., mit den Parametern b, k, l, ... über in F(X, Y, Z,...): 
ONE PL 2.) = 9 Sd RNMINT OI SR 


r=0 s—=0 é—=0 


WoO;: 
r s t 
EE LT Jr-- 1,40 ]t=T 
(10) À: = D: TGS re porn RTE. 
0=0 0=07T—=0 
Man schreibe bequemer : 
(11) Ugo... —= 95 000. — Ai u00. — be Aoo1o.. = Citer) 


und entsprechend in grofen Buchstaben, so ist 4, — a,h+a,, 
PB, = a,k+b,,u.s.f. Dann ergibt sich durch Bildung von V,4,, 
V,4,,..., V.D,,..., daB das System der Bedingungen V,4, = 0, 
V,A, = 0,..., V.B, —0,... gleichwertig ist mit dem andern: 
Vh=Vh=Vi=... = —1, 
Vh=Vh=..Vk=... = 0. 


Nimmt man diese Bedingungen als erfüllt an, und übt etwa 
den ProzeB V, auf 4, (10) aus, so gehen aus jedem Terme von 
À, zwei neue Terme hervor, die sich aber gegen zwei ander- 
weitige, entgegengesetzt gleiche Terme zerstüren. Damit gilt: 

Satz I. ,Hat man die Schiebungsparameter b, k, l,… 
in (2) gemäf (12) so gewählt, daB die Koeffizienten 
À,,5B,,.0,,... in (9) den Bedingungen.V,. = 0,V,=10,.* 
genügen,so ist das auch mit sämtlichen Koeffizien- 
ten 4, von (9) der Fall“. 

Für das Folgende genügt die Kenntnis der partikulären!) 


(12) 


1) Ein vollständiges System unabhängiger Lôsungen von (12) gewinnt man, 
wenn man die Werte (13) vermôüge willkürlicher Konstanten mit den einzelnen 
Grôben C (IV) additiv zusammensetzt 
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Lôsungen von (12): 
1 EE dl ML 2 
(13) =, ke, 1=-À, 


Substituiert man diese Werte in (10), und multipliziert mit 


aÿ*#""? herauf, so erhält man eine Form der a: 
C = g'trHte-1 4 
rat. pateee 
(IV) (r+s+i+.. 22) 


=. [ORE TER _. A Fa 
= > (—1) TT trees nn Or HovÈCre.. 


die in den a homogen ist von der Dimension r+s+6+..., und 
hinsichtlich der einzelnen Indizes isobar von den Teilgewichten 
r,S,t,... Da diese GrôBen C, incl. C, so angeordnet werden 
kônnen, da je eine immer einen neuen Koeffizienten a mit sich 
führt, so sind sie von einander unabhängig. Sie genügen den 
Bedingungen V, = 0, V, = 0,..., und wenn w die Anzahl der 
Variabeln x, y, z,... in f (1) angibt, so beträgt die Anzahl der 
C (ind. ©) (n+1)(p+1)(+1)— 

Durch die C läBt sich jede weitere Seminvariante y von f sofort 
(rational) darstellen, denn nach der Definition einer Seminvariante 
und auf Grund des Zusammenhanges (IV) zwischen den C und À 
erhält man: 


(V) p(a, CUACAEEEE sions) D (C0 0, 0, 0, : Lost en) 

Nun beweist man mit Hilfe der für Urformen f(x) mit einer 
einzigen Variabeln x üblichen Methoden den: 

Satz II. ,Jede Seminvariante @ von f(1) ist das 
Leitglied einer vôllig bestimmten KovariantedDvon 
f; jede Syzygie zwischen Leitgliedern y besteht zu- 
gleich zwischen den zugehôrigen Kovarianten ©, 
und umgekehrt“. 


Somit sind die C,... inel. ©, — a, — die ,fundamentalen 
Seminvarianten“ von f — die Leitglieder von ebensovielen 
unabhängigen Kovarianten #,,.— den ,assoziierten Formen 
(Schwesterformen)“ von f —, und es gilt der grundlegende 


Satz III. ,Eine binäre Urform f,,..... (x, y,#,...) in u 
Variabeln besitzt(n+1)(p+1)(q+1):::—-uwunabhängige 
Seminvarianten, die durch die GrôBen C... (IV) incl. 
C, = a, repräsentiert werden. Jede Seminvariante 
oder Invariante vonfist, gemäB (V), abgesehen von 
einer natürlichen Potenz von C, = a, imNenner, ganz- 
rational durch die C darstellbar. Die C stimmen, je- 
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weils bis auf eine Potenz von C, — a,, überein mit den 
Koeffizienten 4,..der vermôüge der Schiebungen(2), (3) 
transformierten Form f, für die die Koeffizienten À,, 
B,,C,,... der Potenzprodukte zweithôchster Dimen- 
sion verschwinden. Die C sind die Leitglieder von 
ebensoviel unabhängigen Kovarianten #, den asso- 
ziierten Formen: durch sie ist, wiederum auf Grund 
von(V), bis auf eine Potenz von f im Nenner, jede Ko- 
variante oder Invariante von f ganzrational aus- 
drückbar.“ 

Das Auftreten der negativen Vorzeichen in (13), verbunden 
mit dem Auftreten der Binomialkoeffizienten in (1), resp. (9), (10), 
bat zur Folge, daf die algebraische Summe der numerischen Koeffi- 
zienten einer Seminvariante oder Invariante von f verschwindet. 

Nach dem Vorgange von F. Junker') für den Fall einer 
einzigen Variabeln x sollen die fundamentalen Seminvarianten C'statt 
der a in die Differentialgleichungen (Il), (III) für eine Invariante 
J von f als unabhängige Variable eingeführt werden; die Glei- 
chungen V, = 0, V, = 0,... werden dabei von selbst überflüssig 
(d.i. identisch erftllt). 

Man führt die C statt der a in J dadurch ein (gemäB (IV)), 
daB? man ad, — c, = .. ==.0,1a, —= C, nimmt, und alle 


rot. 


weiteren a, durch die aie ersetzt. 
Aus av folgert man die Formeln für die partiellen Ablei- 


tungen der C nach den a (für a,,b,,c, = ... — O): 
oc oC 
= 0, Dre. = 0,...(r+s+i+... — 2), 
q#) oc | oc 
des er AO RME rer 208 AA APTE E Ent 2) 
(] (SA Di SE Vr+s ++. —1 
04. SR G | 
Res 
(15) Sa = 0(g+o+r+... = r+s+i+...), 
QUT.. 
CC... 


= 0(g+o+r+.. <r+s+i+...). 
To. 
In der zweiten Formel (15) ist unter 9, 6,r ... eine von r,s,t... 


verschiedene Kombination der Indizes zu verstehen. 


1) Math. Annalen, Bd. 64 (1907), p. 328; vgl. auch die voraufgehenden 
Noten in den Wäürttemb. math. naturw. Mitteilungen (2) 7 (1905), p. 52; (2) 8 
(1906), p. 8. 
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Auf Grund von (14), (15) gehen zunächst die Gleichungen (II), 
wenn die Zeichen Ch. Coi00..> Cooi0o.. «++ Sämtlich die Null be- 
deuten, über in Gleichungen derselben Struktur; z. B. die beiden 
ersten in: 


EEE dt 0J fe 
| * F DORE (4 æ ) Cu. dau sub 0 Fe Ge 
(IT) CE ôJ 
1 mi as 
| LE: À 22 : À Con (OX ne 2. d 
RS RP RE SR I ses GOT où Sos 
Geht man nunmehbr zu den Gleichungen (II) V, — 0, V, = 0, 
über, so besitzt in der ersten —— den Faktor (n—1)n,…, wäh- 
RRPS UN: se 
rend die FR AE resp. mit den Faktoren na; 40160. 
a ‘'behaftet sind. Mit Rücksicht hierauf und auf die 


erste Rae der Formeln (14) spielen in den transformierten 
Gleichungen V, — 0, V, — 0,... die Glieder mit der Indizes- 
summe Zwei eine andere Rolle, als die von hôherer Indizessumme. 
Man erhält: 


s 0J 
(11) V> = ex (n — i) EP 00. 


(i+k+1+.. 2) 
LE > ". {2 i(n — 1) OseC #+1,kl.. Le kn C, 1000: NES k—1,1 Sn In Cet 14,1—1, 


CrERIE :>9) +.) — 0 


und entsprechend V, = 0,... 

Die Bedingungen (III”) lassen sich wiederum durch arithme- 
tische Dimensions- und Gewichtseigenschaften hinsichtlich der C 
ersetzen; hierbei ist zugleich zu betonen, daf der in dem jeweils 
ersten Gliede der Gleichungen M, = 0, M, — 0,... auftretenden 
GrôBe C, ein anderer Sinn beizulegen ist, als bisher, wo sie die 
Bedeutung von a, hatte. 

Sei der Ausdruck J(6), in Funktion der alten Koeffizienten 


von f, jetzt genauer geschrieben: 
CA A LE AS EE LD Sea a 
mit den Bedingungen, gemäB (Ill): 
(16 a) eneiinié, ture. sx à 
(16 b) Poire A w,, F2 En. = w,; V9) 
2 
Ho Ru 2w, __ 2w, 


EUR & Erst.… 
; b, Ce. 


Ar. Cintre | 


ñn p 
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Nennt man W = w,+w,+:-: das Gesamtgewicht von J, 
N = n+p+q+:. die Gesamtordnung von f, so liefert die Ad- 
dition der Gleichungen (16 c): 
(7) ne DE 

Führt man nunmehr nach der oben angegebenen Regel die 
fandamentalen Seminvarianten C statt der a in J ein, so wird J 
von der Gestalt : ù 


(18) J(Co, Cars Gran Cas . .) 
Cr MOUSE Erp8otr.. 


OTIU ES Vaste. "°° 


2 retenue! 
0 


mit den Bedingungen : 

(16 a’) + En. = à, 

(16b') D Te RES SEEN 0) 

nebst (16c) {und (17)}. Hieraus ergibt sich aber, daB der Expo- 
nent von C, im Nenner von (18) einen konstanten Wert hat, 
nemlich W—d. Dann sagen die Gleichungen (III), und somit auch 
(IIT”) aus, daB der Zähler von J (18) wiederum hinsichtlich der 
einzelnen Indizes isobar ist von den Teilgewichten w,, w,,..., an- 
dererseits zwar nicht homogen in den CC... (excel. C,), aber von 
Gesamtordnung d. Führt man rückwärts wieder die a ein, so 
sondert sich aus dem Zähler von J der Faktor C7 — aÿ* von 
selbst ab, und hebt sich gegen den Nenner weg. 

Addiert man dagegen je zwei zusammengehôrige der Glei- 
chungen (IIT”), so würde sich zufolge des Eulerschen Satzes er- 
geben, daB J in den C,, C,.. homogen wäre von einer Dimension 
d — see = _ — ... Behufs Lôsung des so entstehenden 
Widerspruchs beachte man, daB bei Aufstellung der jeweils ersten 
Gleichungen (IIL”) stillschweigend vorausgesetzt ist, daB die als 
unabhängige Variable der Differentialgleichungen auftretenden 
C,, C.. auch in dem Sinne unabhängig sind, daB nicht etwa die 
C... Funktionen von C, sind. Tatsächlich geht aber C, — a, in 
die Ausdrücke der C... ein, und wollte man diesen Umstand bei 
der Transformation der Gleichungen M, — 0, M, — 0... expli- 
zite berücksichtigen, so würden jene Gleichungen nicht nur we- 
sentlich verwickelter ausfallen, sondern überhaupt einen ganz andern 
Charakter annehmen. 

Der Sachverhalt klärt sich nun einfach dahin auf, da8 die im 
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ersten Gliede der Gleichungen (IIT”) M, = 0, M, — 0,... auf- 
tretende Grüfe C, gar nicht die Grôfe a, selbst bedeutet, sondern 
lediglich eine (damit natürlich von den C,.. unabhängige) homo- 
genisierende Variable, die man besser hinterher wieder gleich 
der Einheit nimmt. Führt man rückwärts wieder die a ein, so 
schreibt man zweckmäfiig zuvôrderst auch diese nichthomogen 
(a, = 1), und macht erst hinterher wieder mit a, homogen. 

Man nehme nunmehr die Bedingungen (III”) für einen Aus- 
druck J, in Funktion der C, bereits als effüllt an, so hat man 
den weiteren grundlegenden Satz: 

Satz IV. ,Sei J eine in den fundamentalen Semin- 
varianten ©... (excel. C, — a,) der Urform f nichthomo- 
gene ganzrationale Funktion von der Gesamtord- 
nung d, und hinsichtlich der einzelnen Indizes isobar 
von den Teilgewichten w,,w,,w,,..., so, da die Bezie- 
hungen (16c) erfüllt sind, so ist, damit J zu einer In- 
variante von f wird, notwendig und hinreichend, daf 
J den Bedingungen (Il) V, = 0, V, = 0,... genügt.“ 

Die Differentialgleichungen (11') dürfen demnach als die Dif- 
ferentialgleichungen der Invarianten von f bezeichnet 
werden. Diese Gleichungen (11) sind ihrer Natur nach von ein- 
ander unabhängig, es sind w homogene lineare partielle Differen- 
tialgleichungen in den (# + 1)(p + 1)(q + 1)...—uw—1 unabhängigen 
Variabeln CC... (excel. ©). Mit Hilfe eines bekannten Satzes aus 
der Theorie solcher Gleichungen gilt daher: 

Satz V. ,Eine binäre Urform f(x, y, 4...) von den 
Ordnungen ”,p,gq,...in denwnichthomogenen Variabeln 
z,y,2,... besitzt(n+1)(p+1)(9+1).:—-2u—1unabhängige 
Invarianten, Partikularlôsungen der Gleichungen 
(HV, =10°V°— 0,..., durch die:jede weitere Inva- 
riante von f ausdrückbar ist.“ 

Die in Rede stehenden Partikularlôsungen von (11°) kônnen 
nach bekannter Methode, vermüge Reduktion auf ein System to- 
taler Differentialgleichungen, ermittelt werden. 


Das oben für Invarianten J von f eingeschlagene Verfahren 
ist mit einigen Abänderungen auf Kovarianten X von f über- 


tragbar. 
Man schreibe die Variabeln inf, wie in X, zweckmäfig homogen, 
Éudab Mals Funküondéra 4,0 #02, di, 4 di, 2,5 Vis. 


erscheint. Die Schiebungen (2) lauten dann, nach Einsetzung der 


S 
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1 b, e 
Werte h — Pa Ki x ii aus (13): 


! UA b, 
(21) T — X—- À, Li — 2 es eds 2 Ya = 14; … 
0 0 


Un Æ in den neuen Argumenten C,, OC... ...; E,Ë,; M, m5 
auszudrücken, hat man wiederum a, — C (= Dhabi == 
= 0, a... = CCE zu setzen, und tbetdies) Lemsb @) ftir 
Er ES 5 = 


Bedeuten V.,, vite ns, Mess Ms denn (D) (Din Viev,: 
MM, boidichneten Prozesse, so sind die für eine Ko 
K charakteristischen Bedingungen : 


ND V.Æ-x, _— RS _… . 
(VID MK, = 0, M,K-a, EE = 0, 


Um das System (VII) in den ta Argumenten darzustellen, 


: OK 
hat man nur direkt x, — . er eor = EX zu 
setzen, während die Prozesse W.,, M. 5 . genau die unter (IT) 


angegebenen Umformungen (mit Æ statt 5 ) erleiden. 

Von den Bedingungen (VI) wird wiederum jeweils die erste 
nach Einführung der neuen Argumente identisch erfüllt. Bei den 
an ReReNES sil in (VI) stehenden Gleichungen ist zunächst 
; _- durch LS » Yi =— sa durch Far: ,-.. Zu ersetzen; sodann 
aber die in (à Ha ausgeführte Transformation von Vers: Vys ji dahin 

Ô 


zu ergänzen, daB bei Bildung der Ableitungen + auf 


Sb,ète 
Grund von (2°) die Terme x 
ÔK ÔX, ÔK ÔK OY, oK 


Sox oil 


hinzutreten, die dann noch mit den Faktoren (n — 1) Ciso... % C 00... 


n Ciuo….s-.. zu versehen sind. Damit gehen aber die Differential- 
gleichungen (VI) über in: 
: ÔK Ô0K oK 
(VI) (n —1) Cou X 2 ÔX, FE R Ciioo.. Pe oY, +n Ciiton. h5Z + ide 
PR 
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wo für V;,K,... die in (Il') (mit K statt J) angegebenen Aus- 
drücke zu substituieren sind. 

Nimmt man, analog dem Vorgehen bei Invarianten, die durch 
die Bedingungen (VII) resp. (VII') indizierten Dimensions- und 
Gewichtseigenschaften für einen Ausdruck XÆ als erfüllt an, so 
sind die Bedingungen (VI') als die einzig wesentlichen für die 
Existenz einer Kovariante X anzusehen, und verdienen daher den 
Namen ,Differentialgleichungen der Kovarianten 
von: 

Da die Anzahl der unabhängigen Variabeln dieser Gleichungen 
gegenüber (11) um 2w zugenommen hat, nemlich um die Anzahl 
der X,, X, Y,, Y,,..., so besitzt das System (VI') gerade (n +1) 
(p + 1)(g+1).-: —u unabhängige Partikularlôsungen, die Repräsen- 
tanten der (n+1)(p+1)(9+1)-.—uw unabhängigen Kovarianten 
von f, da diese homogen in den einzelnen Variabelnreiïhen an- 
genommen werden. Diese Anzahl ist, analog wie im Falle eines 
einzigen Variabelnpaares x,, x,, un u Einheiten geringer, als die 
Anzabl der Koeffizienten in der Urform f. 


Bekanntmachung. 


Auf Grand des von dem verstorbenen Herrn Dr. Paul Wolfs- 
kehl in Darmstadt uns zugewendeten Vermächtnisses wird hiermit 
ein Preis von 100000 Mk., in Worten: ,Einhunderttansend Mark‘, 
für denjenigen ausgesetzt, dem es zuerst gelingt, den Beweis des 
groBen Fermat’schen Satzes zu führen. Herr Dr. Wolfskehl be- 
merkt in seinem Testamente, daf Fermat (siehe z. B. Oeuvres de 
Fermat Paris 1891 t. I pg. 291 observ. Il) mutatis mutandis die 
Behauptung aufgestellt hat, da8 die Gleichung 2° +y* — z? durch 
ganze Zahlen unlôsbar ist für alle diejenigen Exponenten 4, welche 
ungrade Primzahlen sind. Dieser Fermat’sche Satz ist entweder 
im Sinne Fermats allæemein oder in Ergänzung der Untersuchungen 
von Kummer (Crelles Journal 40, S. 130#., Abh. der Akad. d. 
Wiss. zu Berlin 1857) für alle die Exponenten 1 zu beweisen, in 
denen er überhaupt Geltung hat. Ueber weitere Litteratur ver- 
gleiche man: Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkôrper, Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung IV (1894—95) 
$ 172—173 und Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, 
Bd. 1, Teil 2 Arithmetik und Algebra (1900—1904) I C4b, S. 718. 

Die Aussetzung des Preises erfolgt unter folgenden näheren 
Bedingungen : 

Die Kônigliche Gesellschaft der Wissenschaften in Gôttingen 
entscheidet frei darüber, wem der Preis zuzuerkennen ist. Sie 
lehnt die Annahme jeder Manuskriptsendung ab, die auf die Be- 
werbung um den Preis für den Fermat’schen Satz Bezug hat; sie 
berücksichtigt für die Preiszuteilung lediglich solche mathematische 
Abhandlungen, die in periodischen Zeitschriften, als Monographien 
oder in Buchform im Buchhandel käuflich erschienen sind. Die 
Gesellschaft stellt dem Verfasser solcher Abhandlungen anheim, 
etwa 5 gedruckte Exemplare davon an sie einzusenden. 

Aufer Betracht bieiben für die Verleihung des Preises solche 
Arbeiten, die in einer Sprache gedruckt sind, welche den zur Be- 
urteilung der Arbeit berufenen Fachgelchrten unverständlich ist. 
An die Stelle solcher Arbeiten künnen vom Verfasser als richtig 
anerkannte Uebersetzungen treten. 


Bekanntmachung. 


Die Gesellschaft lehnt alle Verantwortlichkeit für eine Nicht- 
berücksichtigung von Arbeiten ab, die nicht zu ihrer Kenntnis 
gelangt sind, desgleichen für alle Irrtümer, die daraus entspringen 
kônnten, daB der wirkliche Verfasser der Arbeit oder eines Teiles 
derselben als solcher der Gesellschaft unbekannt geblieben ist. 

Sie behält sich für den Fall, daB an der Lôsung der Aufgabe 
mehrere Personen beteiligt sind oder die Lôüsung durch die Ar- 
beiten mehrerer Gelehrter herbeigeführt worden ist, freieste Ent- 
scheidung, insbesondere auch die Teilung des Preises nach ihrem 
Ermessen vor. 

Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft erfolgt 
frühestens zwei Jahre nach der Verôffentlichung der zu krônenden 
Abhandlung. Es soll innerhalb dieses Zeitraumes deutschen und 
ausländischen Mathematikern Gelegenheit geboten werden, über die 
Richtigkeit der durch die Verôffentlichung bekannt gewordenen 
Lôsung sich zu äufern. 

Ist der Preis durch die Gesellschaft zuerkannt, so wird davon 
den Berechtigten durch den vorsitzenden Sekretär im Namen der 
Gesellschaft Mitteilung gemacht und solches ôffentlich an allen 
denjenigen Orten bekannt gegeben werden, an denen der Preis im 
letzten Jahre ausgeschrieben war. Die Zuerkennung des Preises 
durch die Gesellschaft ist unanfechtbar. 

Die Auszahlung des Preises erfolgt an den Berechtigten inner- 
halb dreier Monate nach seiner Zuerkennung durch die Kônigliche 
Universitätskasse in Gôttingen oder auf Gefahr und Kosten des 
Empfängers an einem anderen von ihm zu bezeichnenden Orte, 
und zwar wird das vermachte Kapital je nach der Wahl der Ge- 
sellschaft bar oder in den hierfür hinterlegten Papieren gegen 
rechtsgültige Quittung zur Auszahlung gebracht. Die Auszahlung 
des Preises kann durch Aushändigung der bhinterlegten Wert- 
papiere auch dann erfolgen, wenn deren Kurswert die Summe von 
100000 Mark nicht mehr erreichen sollte. 

Falls der Preis bis zum 13. September ‘2007 nicht zuerkannt 
ist, kônnen Ansprüche auf ihn nicht mehr erhoben werden. 


Mit dem heutigen Tage tritt die Wolfskehlsche Preisstiftung 
unter den vorstehend angegebenen Bedingungen in Kraft. 


Gôttingen, den 27. Jani 1908. 
Die Künigliche Gesellschaft der Wissenschaften, 


Seismische Registrierungen in Gôttingen 
im Jahre 1906. 
Von 
Karl Zoeppritz. 


Mit 1 Tafel. 
Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung am 7. Mürz 1908. 


Vorwort. 

Der vorliegende seismische Jahresbericht schlieBt sich an die 
ähnlichen der Jahre 1903, 1904 und 1905 an, die ebenfalls in 
diesen Nachrichten erschienen sind. Bezüglich der registrie- 
renden Apparate kann ich auf die von E. Wiechert im Jahres- 
bericht von 1905 gegebene Übersicht verweisen, jedoch hat das 
2000fach vergrôBernde Vertikalseismometer das ganze Jahr über 
nicht registriert. Die Konstanten der Apparate bhielten sich 
dauernd sehr nahe bei den von E. Wiechert ebenda angegebenen 
Werten. Ergänzend sei noch folgendes bemerkt: Das Dämpfungs- 
verhältnis betrug beim 17000 kg Pendel (N.S.-Komponente) etwa 
8:1, beim 1200 kg Pendel in beiden Komponenten etwa b:1, 
beim Vertikalseismometer etwa 4:1 und beim 100 kg Pendel 8: 1. 
Die Periode schwankte beim 1200 kg Pendel unregelmäbig zwischen 
etwa 12—14 Sekunden. Da die kleinen Astasierfedern des Ver- 
tikalseismometers nicht einwandfrei gehärtet waren, sank die Pe- 
riode des Instruments während des Berichtsjahres langsam von 
etwa 5 Sekunden auf 3,7 Sekunden. Die VergrôBerung schneller 
Verrücküungen V wurde mehrmals zu 170 bestimmt. 

Als Grundlage der Bearbeitung des ganzen Jahres dienten die 
seismischen Wochenberichte, welche bis Juli einschlieBlich Herr 
G. Angenheiïster, von da bis SchluB des Jahres der Verfasser be- 


sorgt hatte. Manche Beben konnten nach den Berichten anderer 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1908. Heft 2. 9 
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europäischer Stationen nachträglich als solche erkannt werden. 
Grofe Erleichterung für die genaue Festlegung des ersten Ein- 
satzes ferner Beben gewährten mir die Diagramme des Vertikal- 
seismographen. Es ist in den Kurvenablesungen darauf jedesmal 
unter ,Bemerkungen“ durch das Wort , Vertikalseismometer“ auf- 
merksam gemacht. Besonderes Gewicht legte ich darauf, in diesem 
Jahresbericht nicht nur die Einsätze P und S zu geben, sondern 
auch womôglich die verschiedenen reflektierten Welleneinsätze, 
wie PR1, PR: SR, SR: und PS. Die weiter unten folgende 
Zeichenerklärung ist identisch mit der den Wochenberichten von 
1907 vorgedruckten. 

Der Zeitdienst geschah in der Weise, daB etwa alle 2 Wochen 
eine telephonische Zeitvergleichung mit der Gôttinger Sternwarte 
vorgenommen wurde. Auf diese Weise konnte der Gang der sebr 
gut gehenden Normalubr von Strasser und Rohde auf etwa ?/10 Se- 
kunden genau verfolgt werden. Mit dieser Normaluhr wurde täg- 
lich die etwas weniger gleichmäfig gehende Kontaktuhr ver- 
glichen, die vermittelst Relais die Zeitmarken liefert. Es wurde 
so im Zeitdienst eine Genauigkeit von etwa !/2 Sekunde erreicht. 
Für das Entgegenkommen der Sternwarte (in der Regel besorgte 
die Zeitvergleichung Herr Assistent A. Kohlschütter) sei an dieser 
Stelle der gebührende Dank ausgesprochen. 

Papierwechseln, BerufBen und Fixieren u. s. w. besorgte in sorg- 
fältiger Weise Hauswart Hilke. 

Vorausgeschickt sind den Kurvenablesungen eine kleine Unter- 
suchung über mikroseismische Bewegung, sowie Hilfstabellen, die 
zur Erleichterung der Berechnung der wahren Bodenbewegung 
aus den gemessenen Diagrammausschlägen dienen sollen. 


1. Mikroseismische Bewegung. 

Man kann auf die mikroseismischen Bewegungen zweckmäfig 
eine Einteilung nach der Periode anwenden, wie sie auch ©. Hecker 
in dem Potsdamer Jahresbericht von 1905 gebraucht'). Das Hecker- 
sche Schema lautet folgendermaBen : 

1. Bewegungen ganz kurzer Periode, bis etwa 4 Sek. 
2. Bewegungen mit einer Periode von etwa 7 Sek. 


8. ; pr » »  n» 30 Sek. 
4. ; À ; à 5 » €iner oder mehreren 
Minuten. 


1) Seismometrische Beobachtungen in Potsdam 1905. Verôff. d. Kgl. Preus. 
geodät. Instit. N. F. Nr. 29. 
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Die unter 1. zusammengefafiten, oft als allgemeine Tagesun- 
ruhe bezeichneten Bewegungen treten in Gôttingen, dank der 
günstigen Lage der Station auferhalb der Stadt, sehr zurück. 
Nur in dem 2000fach vergrüBernden 17 000 kg Pendel machen sich 
die Gasmotoren des ca. 21/2 km entfernten städtischen Elektrizi- 
tätswerks bemerkbar und erzeugen eine regelmäfige Sinuslinie mit 
ca. 160 Perioden pro Minute. Arbeiten 2 Motoren mit verschie- 
dener Periodenzahl gleichzeitig, so treten regelmäBige Schwebungen 
auf (vergl. Abbildung 10 auf der Tafel im Jahresbericht von 1905 
von G. Angenheister). Die doppelte Amplitude dieser Schwin- 
gungen beträgt im Maximum etwa 0,1 w. 

Die unter 2. erwähnten Bewegangen sollen unten noch näher 
diskutiert werden. Hier sei vorweg bemerkt, daB die unter 3. auf- 
geführten Bewegungen in Gôttingen, nach der Eigenart der hie- 
sigen Instrumente (VergrôBerung, Eigenperiode, Dämpfung und 
Registriergeschwindigkeit) nur sehr schwach hervortreten und des- 
balb hier nicht näher berücksichtigt werden sollen. Ihre Ursache 
ist nach O. Hecker ,die Reiïibung des bewegten Luftmeeres an der 
Erdoberfläche“. Als Beispiel eines Tages, wo diese Windstôrungen 
besonders deatlich auch in Gôttingen hervortreten, müchte ich den 
14. Juli 1907 erwähnen. Ich lese z. B. folgende Perioden mit den 
zugehôrigen Amplituden aus der Registrierung ab: 


; Max. Max. 
Datum | Zeiten M. E. Z. | Periode Sekunden | A mpl. Fort 
EW-Komp. | NS-Komp. 
14. VIL. 07 19h 16m 245386 | 14 0,5u 0,3u 
13h 53m 285 38s | 10 0,5 0,4 
14h 12m 25,—41s 16 0,5 0,3 


Môglicherweise sind auch noch Bewegungen mit grôBerer Pe- 
riode vorhanden, doch lassen sie sich nicht mehr mit Sicherheit 
erkennen und messen ‘} Auch die Vertikalbewegung ist nicht 
mehr mefbar, doch sagt dies nur soviel wie, daB die Vertikalam- 
plitude weniger als 2 uw beträgt. Die Wetterlage am 14. VII. 07 
war folgende: Eine morgens über Polen lagernde Depression 
schreitet im Laufe des 14. nach Ungarn weiter. Dabei herrscht 
in Gôttingen kräftiger, im allgemeinen nôrdlicher Wind, der all- 


1) Daneben treten auch kürzere Perioden, besonders im 17 000 kg Pendel, 
hervor, doch tragen sie wie alle diese Bewegungen weit unregelmäfigeren Cha- 
rakter, als die unter 3. zu besprechende Bewegung. 


9* 
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mäblich schwächer wird. Die Windstärke betrug nach dem Ane- 
mographen des Gôttinger geophysikalischen Instituts 6—-7 Meter 
pro Sekunde. Obgleich demnach am 14. nicht Sturm herrschte, so 
treten die typischen Windstôrungen an diesem Tage deshalb be- 
sonders kräftig hervor, weil gleichzeitig die unter 8. näher zu be- 
trachtende, kurzperiodige mikroseismische Bewegung sehr gering 
war und so nicht, wie vielfach im Winterhalbjabr, die Windstô- 
rungen verdeckte. Die Stärke der Brandungsbewegungen am 
14. Juli morgens 8° M. E.Z. war sebr gering. Man findet sie in 
der weiter unten folgenden Tabelle unter Nr. 6 in dem dort er- 
läuterten Schema mit angegeben. 

Ich werde im Folgenden die Ansicht zu stützen suchen, daf 
die unter 2. erwähnte mikroseismische Bewegung durch die Meeres- 
brandung verursacht wird. Damit stimmt sehr gut zusammen. 
daf an jenem herausgegriffenen Tag die Bewegung 2 von etwa 
6—7 Sek. Periode sehr zurücktritt, dagegen jene weit unregel- 
mäBigeren Bewegungen mit im allgemeinen längeren Perioden, wie 
sie durch die Reibung der bewegten Luft an der Erdoberfläche 
erzeugt werden, besonders stark im Diagram zu erkennen sind, 

Auf die unter 4. angeführten langperiodigen Wellen môchte 
ich nicht eingehen, weil das 100 kg Pendel, das uns über sie be- 
sonders Aufschluf geben kônnte, noch keinen Bedeckungskasten 
besitzt und es sich deshalb nicht entscheiden läft, wie weit Luft- 
stromungen im Erdbebenhaus die an diesem Pendel im Winterhalb- 
jabr auftretenden langen, unregelmäfigen Wellen hervorrufen. 

Eïnen weit regelmäBigeren Charakter trägt die unter 2 auf- 
geführte Bewegung von etwa 7 Sek. Periode. Sie kann man als 
die eigentliche mikroseismische Bewegung bezeichnen. Sie ist der 
GCregenstand vielfacher Untersuchungen gewesen. 

Da$ diese Art mikroseismischer Bewegung mit meteorologischen 
Elementen im Zusammenbang steht, ist schon früh erkannt worden. 
Im Allgemeinen kann man zunächst folgende Behauptung auf- 
stellen, die sich durch Vergleichung der Wetterkarten mit den 
Diagrammen der Seismographen leicht bewahrheiten läft: Herrscht 
über Europa bis zum hôchsten Norden gleichmäfige Luftdruckver- 
teilung, so ist die mikroseismische Bewegung schwach. ÆErreicht 
hingegen ein tiefes Minimum von der atlantischen Seite her Europa, 
so ist starke Bodenunruhe zu erwarten. Die Frage ist nur, 
welches der Phänomene, die mit dem Vordringen eines tiefen Mi- 
nimums verknüpft sind, ist die wahre Ursache der mikroseismischen 
Bewegung? Sind es die starken Luftdruckunterschiede, insbeson- 
dere die Grôe des lokalen Luftdruckgradienten, oder sind es die 
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dadurch verursachten starken Winde, oder ist es die gleichzeitig 
eintretende, kräftige Brandung an den Küsten, die die wellen- 
fôrmige Bodenbewegung erzeugt? Alle genannten Erscheinungen 
und noch andere sind für die Ursache erklärt worden, und es ist 
in der Tat nicht leicht, in Europa eine Entscheidung zu treffen, 
wo die wahre Ursache der Bewegung zu suchen ist. Daf der am 
Stationsort vorhandene Luftdruckgradient bezw. die ebenda herr- 
schende Windstärke ohne Einfin8 sind, hat neuerdings O. Hecker !) 
gezeigt. Als Beweis dafür, daB die ôrtliche Windstärke sicher 
nicht die mikroseismische Bewegung verursacht, kann auch das 
oben schon erwähnte Beispiel des 14. VII. 1907 gelten, wo trotz 
des sebr kräftigen ürtlichen Windes die typische periodische Be- 
wegung von b—7 Sek. nur ganz schwach entwickelt ist. Umge: 
kebrt habe ich unten eine Serie von Tagen herausgegriffen, die 
Tage vom 1. bis zum 13. April 1906, wo verschiedentlich starke 
mikroseismische Bewegung sich geltend macht, während die Wind- 
stärke in Gôttingen dauernd sebr geringe Werte besitzt. Nächst 
dem Wind am Beobachtungsort hat man an den Luftdruckunter- 
schied als Ursache der mikroseismischen Bewegung gedacht. Hier- 
bei scheidet jedoch gleich wieder nach O. Hecker der lokale Gra- 
dient des Luftdrucks aus. Es bleibt also nur der maximale 
Luftdruckunterschied über Europa als mügliche Ursache. Während 
es nun aber noch vüllig unaufgeklärt bleibt, wie besonders grofie 
Luftdruckdifferenzen eine periodische Bodenbewegung von etwa 
7 Sek. Periodenlänge erzeugen sollten, ist gerade diese periodische 
Bewegung ohne weiteres erklärt, wenn wir einer schon seit Jahren 
von E. Wiechert?) vertretenen Ansicht folgen, wonach diese Art 
mikroseismischer Bewegung dem periodischen Anprall der bran- 
denden Meereswogen ïihre Entstehung verdankt. Freilich findet 
O. Hecker einen weitgehenden Parallelismus zwischen dem maxi- 
malen Luftdruckunterschied über Europa und der mikroseismischen 
Bewegung und schlieft daraus auf einen ursächlichen Zusammen- 
hang. Sind wir aber geneigt, in der Brandung an den Küsten 
die wahre Ursache zu sehen, so hat jener Parallelismus im all- 
gemeinen durchaus nichts Erstaunliches. Denn Hand in Hand 
mit starken Luftdruckunterschieden gehen natürlich im allge- 
meinen starker Wind und an den Küsten hoher Seegang. Im 


1)itac 

2) Ausgesprochen z. B. in d. 2. allgem. Sitz. d. 2. internat. seismolog. Konf. 
zu StraBburg Juli 1903. Vergl. die Verhandl., Beitr. zur Geophys., Ergänzungs- 
band II 1904. 
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allgemeinen! Im einzelnen jedoch sind doch Unterschiede zu 
erwarten. Ich habe deshalb aus den Jahren 1905 und 1906 
einige Fälle zusammengestellt, wo der maximale Luftdruck- 
unterschied über Europa nicht den gleichen Gang zeigt wie der 
Seegang an den europäischen Küsten. In der folgenden Tabelle 
enthält die 2. Kolumne das Datum, die 8. bis 5. die nôtigen An- 
gaben über die mikroseismische Bewegung, nämlich 2. und 8. die 
von der Mitte aus gemessenen Amplituden, ausgedrückt in w. Die 
Angaben beziehen sich auf die grôfte Amplitude, die in dem Zeit- 
raum etwa von 74 Uhr bis 8% Uhr a. m. M. E. Z. auftritt. In der 
nächsten Spalte ist der maximale Luftdruckunterschied über Europa 
nach dem Wetterbericht der deutschen Seewarte angegeben. Hier- 
auf folgt der Seegang nach den gleichen Berichten, und zwar 50, 
daB die Küsten, nach ihrem mutmaflichen Einflu$ auf die mikro- 
seismische Bewegung in Gôttingen geordnet, aufeinander folgen. 
Die Stärke des Seegangs wird nach einer neunstufigen Skala ge- 
schätzt. Die Angaben unter ,Nordsee“ sind das Mittel folgender 
Stationen: Borkum, Helgoland, Cuxhaven, Helder und Vlissingen, 
die unter ,Norwegen“ das Mittel der Stationen: Oxô, Skudenes, 
Kristiansund und Bodô, die unter ,GroBbritannien“ sind das Mittel 
von Stornoway, Aberdeen, Shields, Malin Head, Portland Bill und 
Scilly, die unter ,Frankreich‘ sind das Mittel von Cherbourg, 
Griz Nez, St. Mathieu, Ile d'Aix und Biarritz, die unter ,Ostsee“ 
sind das Mittel von Swinemünde, Rügenwaldermünde und Memel. 
Die SchluBspalte gibt schlieflich noch die Lage des Minimums über 
Europa an, alles bezogen auf 8 Uhr a. m. M. E. Z. 


Mikroseism. Beweg. ME Seegang | 
uUIt- 
Max. | Max. | druck- | o | & a| 4 
Ampl | Ampl. ® | &, |:-2|-x | © |Lage des barometr. 
Nr| Datum Er | NS [Periodel untersch.| & o SÉlè le Minimums 

sek u = LE S s ee u 

FA PCM I 
FA Fe] ez 


2 |1,2|1,6| 0,8 | 4,7 


1 12 IL 05 1,0 1,0 6—7 40 4,4| 4,21 3,8 | 3,6| 4,7| Mittel-Skandinar. 
13. I. 05 | o, 0,6 40 3,8 | 3,3| 2,0| 2,2! 47| West-RuBland 

2 | 31. I. 05 1,6 1,4 6—7 50 4815 71R3;74188211855 Südschweden 

1. II. 05 | 0,4 0,4 5 50 3,614 |3,5| 2,6| 4 Rufland 

g | 19. I. 06 1,2 1,5 5—7 35 5,2| 2,7| 438|5 | 2,3 Kopenhagen 
20. I. 06 0,4 0,6 5 40 SNS 29 NES Ladogasce 

4 | 17. IIL. 06 152 1,2 7 30 38 3,5 | 3,4| 1,5| nôrdl. Schottland 
19. LIL. 06 | 0,15 | 0,3 6 35 2,2| 3,3| 2,8| 3,6| 2,3 Rufland 

5 | 18. IV.06 | 0,15 | 0,15 6? 20 2,6|2,7|3 |3,6|1,3| Südfrankreich 
19. IV. 06 0,3 0,6 7 15 3,8 | 2,5| 2,7| 5,2| 8,3 || Südostdeutschland 

6 | 14. VIL. 07 
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In allen Fällen 1 bis 5 handelt es sich beidemal um dasselbe 
Minimum. Der maximale Luftdruckunterschied ist dabei im Fall 1 
und 2 derselbe geblieben. Das Minimum ist vom ersten zum 
zweiten Tag von Skandinavien nach Rufland weitergerückt; ent- 
sprechend hat die Windstärke an den europäischen Küsten und 
mithin der Seegang abgenommen. Gleiches Verhalten, d. h. starke 
Abnahme, zeigt die mikroseismische Bewegung. Aehnlich ist die 
Wetterlage in Fall 3 und 4, nur hat hier der maximale Luftdruck- 
onterschied über Europa sogar jeweils vom ersten zum zweiten 
der angeführten Tage noch zugenommen. Trotzdem ist die mikro- 
seismische Bewegung im Gegenteil geringer geworden. Gerade 
dieses Verhalten müssen wir aber erwarten, wenn die Brandung 
die Ursache der mikroseismischen Bewegung ist. Denn diese hat 
in beiden Fällen, wenigstens an den am meisten in Frage kom- 
menden Küsten, abgenommen. Im Fall 5 schlieflich haben wir 
eine Abnahme des maximalen Luftdruckunterschieds über Europa, 
trotzdem aber eine Verstärkung der mikroseismischen Bewegung, 
wofür wieder die Erklärung in einer Verstärkung des Seegangs 
an den besonders in Betracht kommenden Küsten leicht zu 
finden ist. 

Die herausgegriffenen 5 Beispiele môügen freilich noch nicht 
genügen, den behaupteten Zusammenhang zwischen Seegang an 
den Küsten und mikroseismischer Bewegung einwandfrei zu er- 
weisen. Allein eine umfassende statistische Untersuchung ver- 
spricht deshalb wenig Erfolg, weil die Schätzung des Seegangs 
in zu groBen zeitlichen Intervallen (nur einmal täglich) in einer 
recht willkürlichen Weise nach einer neunteiligen Skala erfolgt. 
Auch umfassen die täglichen Wetterberichte der deutschen See- 
warte den Norden von Skandinavien nicht mehr, von wo starke 
Brandung sich sehr wohl noch auf die in Deutschland registrierte 
mikroseismische Bewegung geltend machen kann. Damit wird es 
zusammenhängen, da wir einen vollständig befriedigenden Par- 
allelismus zwischen der mikroseismischen Bewegung in Gôttingen 
und den Angaben norwegischer Stationen über die Stärke des 
Seegangs auch in einem Fall nicht finden, wo über dem ganzen 
mittleren Europa hoher Luftdruck gleichmäfig verbreitet ist und 
nur im nôrdlichen Skandinavien ein Luftdruckminimum starke 
Winde und entsprechend starke3 Brandungsbewegung an den 
Küsten hervorruft. Es ist dies die Zeit vom 1. bis 18. April 1906. 
Immerhin ist die Periode geeignet zu zeigen, da ganz sicher 
nicht ôrtlicher Wind die Ursache der mikroseismischen Bewegung 
ist, denn die Windstärke in Gôttingen ist in dieser Zeit dauernd 
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so gering, daB überhaupt keine mikroseismische Bewegung zu er- 
warten wäre, und ebenso verhält es sich mit dem maximalen Luft- 
druckunterschied über Mitteleuropa. Auch dieser ist so klein, daB 
man ibm nach zu schliefen kaum merkliche mikroseismische Be- 
wegung erwarten müfte. Die folgende Tabelle gibt ein Bild der 
Verhältnisse in dem erwähnten Zeitraum. Alle Angaben beziehen 
sich wieder auf 8 Uhr a. m. M.E.Z. Der mittlere Seegang in 
Norwegen ist, wie bei der vorigen Tabelle angegeben, berechnet. 
Als Windstärke in Gôttingen ist das Mittel der Angaben von 
Kassel und Hannover nach der Beaufort-Skala genommen: 


Datum April 1906 : 


Windstärke in Gôttingen . . . . .| 2,5 2 101,522 5m 0510 
Maximaler Luftdruckunterschied . .| 15 | 15 |15 | 20 20 | 15. | 15 
Mittlerer Seegang in Norwegen . .| 3 2,61 8,2-118,5 | 82.118,2-ft8,5 
: __—— Ampl. EW . . .|<0,3|<0,8| 0,35| 0,75| 0,9 | 1,2 | 0,75 
Mikroseismische ; ; ) , , ; , Û 
Bewegung | AMPLNS . . .|<0,3<0,5| 0,45] 0,6 | 0,9 | 1,1 | 06 


Periode . , . . 5 5 6 6 |6—7 7 


Datum April 1906 : 


Windstärke in Güttingen . 


Maximaler Luftdruckunterschicd 20 
Mittlerer Seegang in Norwegen 2,5 

Ampl. EW. . . 0,6 |< 0,3 

EN AD NS EN 0,6 03 
dr: Periode : ? 


Aus der Tabelle geht hervor, daf die mikroseismische Be- 
wegung am gleichen Tage ihren Maximalwert erreicht, an dem 
der Seegang in Norwegen am stärksten wird. Im übrigen ist der 
Parallelismus nicht bis ins einzelne vorhanden, doch liegt dies 
wobhl sicher daran, da die Grôfe ,mittlerer Seegang in Nor- 
wegen“ ein nur sebr ungenügendes Bild desjenigen Phänomens ist, 
das nach der hier vertretenen Ansicht die Ursache der mikroseis- 
mischen Bewegung ist. 

Nur eben noch erwäbnen môchte ich, daB nicht nur die Hôhe 
der brandenden Wellen von Einflu$ sein wird, sondern vor allem 
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auch die Richtung, in welcher sie sich, der allgemeinen Windrich- 
tung folgend, dem Ufer nähern. Man wird also von der Energie- 
strômung ausgehen, die ein Wellensystem im Fortschreiten mit sich 
fübrt. An einer absolut starren Küste wird die Energie voll- 
ständig reflektiert, und zwar mehr oder weniger diffus, je nach 
der Beschaffenheit der Küste. Bei einer nachgiebigen Küste da- 
gegen wird ein Teil der Energie in Form elastischer Wellen sich 
ins Innere des Festlandes fortpflanzen. 

Ueber die Art der Bewegung, die ja oft beschrieben worden 
ist, müchte ich noch folgendes anführen. Bekanntlich schwillt 
die Bewegung im Diagramm eines Horizontalseismographen fort- 
wäbrend an und ab. Gruppen von etwa 5 bis zu 20 Einzelwellen 
wechseln ab mit Perioden nahezu vollständiger Ruhe. Dasselbe 
Bild bieten, was bei der geringen Verbreitung gedämpft schwin- 
gender Vertikalseismometer nicht allgemein bekannt sein dürfte, 
die Diagramme der Vertikalapparate. Der Vergleich zweier zu 
einander senkrechten Komponenten eines Horizontalseismometers 
lebrt, daS das Azimut der Schwingungen starkem Wechsel unter- 
liegt, sodaB während einer mehrere Stunden anhaltenden Boden- 
bewegung fast stets alle môglichen Schwingungsrichtungen vor- 
kommen. Zieht man nun noch die Angaben eines Vertikalseis- 
mometers zu Rat, so zeigt sich, daf auch hier die Wellenstärke 
wäbrend eines einzigen ,mikroseismischen Sturmes“ starkem 
Wechsel unterliegt. Ein Vergleich der drei räumlichen Kompo- 
nenten an einem Tag mit besonders starker mikroseismischer Be- 
wegung (9. Dez. 1906) lehrt, daB die Vertikalbewegung etwa von 
der gleichen GrüBenordnung ist wie die Horizontalbewegung, oft 
aber auch von dieser noch übertroffen wird, so da wir die Wellen 
der mikroseismischen Bewegung nicht als reine Rayleighsche Ober- 
flächenwellen auffassen dürfen. So tritt z. B. am 9. XII. 06 um 
161 34m58— 16 35"55 in Gôttingen eine Welle auf mit 8,2u hori- 
zontaler und weniger als 2,5 u vertikaler Bewegung, während von 
1518922515" 39m29s die Horizontalbewegung 2,7, die Vertikal- 
bewegung dagegen 6u betrug. Reine Horizontalbewegungen da- 
gegen kamen während mehrerer Stunden, die einer eingehenden 
Vergleichung unterzogen wurden, ebenso wenig vor wie reine Ver- 
tikalbewegungen. Vielmehr schwankt das Verhältnis der Hori- 
zontal- zur Vertikalbewegung etwa von den Werten 3 : 1 bis ‘2 : 11). 

Am SchluB dieses Jahresberichts sind die Ablesungen der 


1) Vergleiche das äbnliche Resultat von E. Wiechert in: Wiechert u. Zoeppritz, 
Ueber Erdbebenwellen, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Güttingen. Math.-physik. Klasse 1907, Heft 4 pag. 469. 
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mikroseismischen Bewegung nnd zwar jeweils für ungefähr 8 Uhr 
a. m. M. E.Z. nach der Ost-West-Komponente des 1200 kg Pendels 
angegeben. : 


Hilfstabellen zur Berechnung der Grôsse der Boden- 
bewegung. 

Bekanntlich ändert sich die VergrôBerung eines Seismographen, 
sobald die Bodenperiode in der Nähe der Eigenperiode des In- 
strumentes liegt oder sie übertrifft, sehr stark mit dem Verhältnis 
der Bodenperiode zur Apparatperiode. Folgt man den Bezeich- 
nungen von E. Wiechert!), so ist 

4 Lé. 


mater | Sommet. 


S Vh-()1+4 CESDNEA + 


To ‘æ+(lognate) \ To 


Hierin bedeutet $ die VergrôBerung für die Bodenperiode 7, 
V die VergrôBerung solcher Schwingungen, deren Periode klein 
ist gegen die Eigenperiode des Apparates, 
T die Bodenperiode, 
To die Eigenperiode des Apparates bei ausgeschalteter Dämpfung, 
e das Dämpfungsverhältnis, das heift das Verhältnis zweier auf- 
einander folgender Ausschläge, wenn der Apparat zwar ge- 
dämpft, im übrigen aber frei ausschwingt, 
x? das Quadrat der Ludolfschen Zahl — 9,87. 
Beträgt ein Ausschlag im Diagramm q mm, so ist die Boden 


bewegung _. u gewesen (u — {/1000 mm). 1Ist also der Faktor 


1000 


für alle in einem Erdbebendiagramm vorkommenden Perioden 


bekannt, so läfit sich in bequemster Weise die GrôBe der Boden- 
bewegung aus der Amplitude des Diagramms durch Multiplikation 
mit diesem Faktor herleiten. Zur leichteren Berechnung des 


Faktors _. habe ich folgende Hilfstafel aufgestellt, die die 


GrôBe VS in ihrer Abhängigkeit von den beiden GrôBen « und 
_ angibt. An einem Beispiel will ich den (Gebrauch der Tafel 
kurz erläutern: Gegeben seien folgende Apparatkonstanten: V 


(die IndikatorvergrôBerung) betrage 160, die Eigenperiode des 
Apparates bei ausgeschalteter Dämpfung To sei 9 Sekunden, das 


1) Theorie der automatischen Seismographen. Abh. d. Kgl. Ges. d. Wiss. 
z. Gôtt. 1903, Math.-Physik. Klasse, neue Folge Bd. II, Nr. 2. 
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Dämpfungsverhältnis s sei 5,4. Aufgestellt werden soll eine Ta- 


belle des Faktors + für die Bodenperioden 1, 2, 3 bis 60 Se- 
kunden. Nun ist: 


1000 __ 1000.05 
“PCI à 


Den Wert der VS entnehme ich den Tafeln aus der Zeile 

für & — 5,4 und etwa für folgende Werte von _ 0,1. 0,2. 0,3. 
0 

OA OEROEMO AO RSS EPTONT 2 TENA ND EEN 4257 CN, 

entsprechend folgenden Werten der Bodenperiode: 0,9. 1,8. 2,7 etc. 

bis 63 Sekunden. Die aus der Tafel entnommenen Werte! von 


VS, in unserem Beispiel also die Werte 0,995, 0,978, 0,954, 0,921 


u. 8. Ww., Sind mit dem Faktor . 


für eine Reiïhe von Bodenperioden von 0,9 bis 63 Sekunden den ge- 
suchten Faktor ee ermittelt. Um den Faktor _… schliefilich 
noch für beliebig vorgegebene Bodenperioden, z. B. für 1, 2, 3 bis 
60 Sekunden zu erhalten, interpoliert man am bequemsten gra- 
phisch, d. h. man zeichnet in Koordinatenpapier eine Kurve für 
LL. als Ordinate. Als Abszisse nimmt man die Bodenperiode T. 


1000 


zu multiplizieren. Man hat so 


Wegen der stark sich ändernden Steigung der Kurve für 


wird man den MaBstab der Ordinaten für die verschiedenen Teile 
der Kurve zweckmäfig verschieden wählen, sodaf man immer eine 
mittlere Steigung behält. An der so gezeichneten Kurve kann 
man nun ohne Weiteres für jede Bodenperiode, auch für Bruch- 


teile von Sekunden, den gewünschten Faktor Lu ablesen. Hat 


man die Konstruktion einmal durchgeführt, so sieht man leicht, 
wie dicht man die Punkte zu nehmen hat, um die Kurve genügend 
genau zeichnen zu kônnen und kann sich dann namentlich in 


grôBerem Abstand vom Werte _. — 1 auf ziemlich wenige Punkte, 


also auf wenige Werte von _. beschränken. Nur für diese ist 
der Wert der VS den Tafeln zu entnehmen. 


107 
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Hülfstabellen zur Berechnung der Bodenbewegung. 


T 


(J 


0,05 | 0,1 


0,2 


0,25 


0,3 


1,00 0,991 0,963 | 0,942 

1,00 0,991 0,964 | 0,944 

1,00 0,991 0,966 | 0,947 

1,00 0,992 0,967 | 0,949 

1,00 0,992 0,968 | 0,950 

1,00 |0,998 || 0,992 0,969 | 0,952 

1,00 |0,998 || 0,993 0,970 | 0,953 

1,00 |0,998 | 0,993 0,971 | 0,955 

1,00 | 0,998 | 0,993 0,972 | 0,956 

1,00 | 0,998 | 0,993 0,073 | 0,958 

1,00 |0,998 || 0,993 0,974 | 0,959 

1,00 |0,998 | 0,994 0,974 | 0,960 

1,00 |0,998 | 0,994 0,975 | 0,961 

1,00 |0,998 | 0,994 0,976 | 0,963 

1,00 | 0,999 | 0,994 0,977 | 0,964 

1,00 |0,999 | 0,994 0,977 | 0,965 

1,00 |0,999 | 0,994 0,978 | 0,966 

1,00 | 0,999 | 0,995 0,978 | 0,967 

1,00 |0,999 | 0,995 0,979 | 0,968 

1,00 | 0,999 | 0,995 0,980 | 0,969 

1,00 | 0,990 | 0,995 0,980 | 0,970 

1,00 | 0,999 | 0,995 0,981 | 0,971 

1,00 | 0,999 | 0,995 0,981 | 0,971 

1,00 | 0,999 | 0,995 0,982 | 0,972 

1,00 | 0,999 | 0,996 0,982 | 0,973 

1,00 | 0,999 | 0,996 0,983 | 0,974 

1,00 | 0,999 | 0,996 0,983 | 0,975 

1,00 | 0,999 | 0,996 0,984 | 0,976 

1,00 |0,999 | 0,996 0,984 | 0,976 

1,00 |0,999 | 0,996 0,985 | 0,977 

1,00 |0,999 ||0,996 0,985 | 0,978 

1,00 |0,999 || 0,996 0,986 | 0,978 

1,00 | 0,999 | 0,996 || 0,986 | 0,979 

1,00 | 0,999 | 0,997 0,987 | 0,980 ; 
1,00 | 1,000 || 0,997 | 0,989 | 0,983 
db SÈ & 
ge 0:00 | 0,05 | 0,1 0,2 | 0,25 | 0,3 | 0,35 | 0,4 | 045, 
0 0 
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Die Tafeln geben die VS. 


0,65 | 0,6 | 0,65 | 0,7 | 0,75 | 0,8 | 0,85 | 0,9 | 0,95 T 
€ T € 
0,727 || 0,678 | 0,826 || 0,572 | 0,518 2,0 
0,743 || 0,698 | 0,652 || 0,605 | 0,560 2,2 
0,757 || 0,716 | 0,674 || 0,633 | 0,594 2,4 
0,768 || 0,729 | 0,691 | 0,653 | 0,618 ; 
0,777 || 0,741 | 0,705 || 0,671 | 0,640 2,8 
0,786 | 0,752 | 0,720 || 0,688 | 0,661 8,0 
0,796 | 0,765 | 0,734 || 0,705 | 0,680 8,2 
0,804 | 0,774 | 0,746 || 0,720 | 0,699 3,4 
0,812 | 0,786 | 0,758 || 0,735 | 0,716 3,6 
0,820 || 0,794 | 0,770 || 0,748 | 0,733 3,8 
-| 0,827 || 0,803 | 0,780 || 0,761 | 0,747 4,0 
0,833 || 0,811 | 0,790 | 0,773 | 0,761 4,2 
0,841 || 0,820 | 0,800 | 0,785 | 0,775 4,4 
0,847 || 0,827 | 0,810 | 0,797 | 0,788 4,6 
0,853 || 0,835 | 0,819 || 0,808 | 0,801 4,8 
0,859 || 0,842 | 0,827 || 0,817 | 0,812 5,0 
0,865 || 0,849 | 0,836 | ©,827 | 0,823 5,2 
0,870 || 0,856 | 0,844 || 0,836 | 0,834 5,4 
0,876 || 0,862 | 0,852 | 0,845 | 0,845 5,6 
5,8 0,863 0,853 | 0,854 5,8 
0,873 0,860 | 0,862 6,0 
6,2| 0,903 |0,890 | 0,879 | 0,871 || 0,868 | 0,871 6,2 
6,4| 0,906 |0,894 | 0,886 | 0,877 || 0,876 | 0,880 6,4 
6,6|| 0,910 |0,899 || 0,890 | 0,885 || 0,884 | 0,888 6,6 
6,8|| 0,914 0,895 0,891 | 0,896 6,8 
0,900 0,897 | 0,904 7,0 
7,2 0,921 |0,912 | 0,905 0,905 | 0,912 7,2 
7,4|| 0,924 0,910 0,911 | 0,920 7,4 
0,916 | 0,926 7,6 
0,922 | 0,932 7,8 
0,927 | 0,938 8,0 
0,933 | 0,944 8,2 
0,940 | 0,949 8,5 
0,951 | 0,960 9,0 
0,956 | 0,962 || 0,973 | 0,989 10,0 


0,55 0,9 


0,6 | 0,65 | 0,7 Jos] 0,8 | 086 
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Hülfstabellen zur Berechnung der Bodenbewegung. 


1,5 à 
To 


1,85 1,45 


1,15 


1,2 | 1,25 | 1,3 1,4 
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Die Tafeln geben die VS. 


€ 


Eos 
ES 


17 


1,8 


2,1 | 2,2 | 2,3 | 


2,1 | 2,2 


| 


2,4 


4,84 
4,89 
4,93 
4,96 
4,99 


5,02 
5,05 
5,07 
5,09 
5,12 


5,14 
5,16 
5,18 
5,20 
5,22 


5,24 
5,26 
5,28 
5,29 
5,31 


5,32 
5,34 
5,35 
5,37 
5,38 


5,39 
5,41 
5,42 
5,43 
5,44 


5,45 
5,46 
5,48 
5,50 


5,33 
5,38 
5,42 
5,45 
5,48 


5,51 || 6,01 
5,53 || 6,04 
5,56 || 6,06 
5,58 | 6,09 
5,60 || 6,11 


5,62 || 6.13 


5,64 
5,67 
5,69 
5,71 


5,72 
5,74 
5,76 
5,77 
5,79 


5,80 
5,82 
5,83 
5,85 
5,86 


5,87 
5.89 
5,90 
5,91 
5,92 


5,93 
5,94 
5,96 
5,98 


5,54:| 6,02 


2,4 


6,15 
6,17 
6,19 
6,21 


6,23 
6,25 
6,27 
6,28 
6,29 


6,31 
6,32 
6,34 
6,35 
6,37 


6,38 
6,40 
6,41 
6,42 
6,43 


6,44 
6,45 
6,46 
6,49 
6,53 
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Hilfstabellen zur Berechnung der Bodenbewegung. 


2,0 | 6,96 | 7,49 
2,2| 6,98 | 7,53 
24| 7,00 | 7,57 
2,6| 7,03 | 7,60 
28| 7,06 | 7,63 


20 |7,77 
4,92| 7,22 | 7,79 
4,4| 7,25 |7,81 
4,6| 7,27 | 7,83 
48| 7,28 | 7,85 


5,0| 7,30 | 7,87 
5,2| 7,32 |7,89 
5,4| 7,34 | 7,90 
5,6| 7,35 | 7,92 
5,8| 7,37 | 7,93 


6,0| 7,38 
6,2| 7,40 
6,4| 7,41 
6,6| 7,42 
6,8| 7,44 


7,95 
7,96 
7,98 
7,99 
8,00 


7,0| 7,45 | 8.02 
7,2| 7,47 | 8,03 
7,4|| 7,48 | 8,04 
7,61 7,49 | 8,05 
7,8| 7,60 | 8,06 


8,0! 7,51 | 8,07 
8,21 7,52 | 8,08 
8,5 7,63 | 8,10 
9,0! 7,56 |8,12 
10,0! 7,60 [8,17 


3,0 | 3,2 | 3,4 


10,6 
10,7 
10,7 
10,7 
10,8 


10,8 
10,8 
10,8 
10,9 
10,9 


10,9 
10,9 
10,9 
11,0 
11,0 


11,0 
11,0 
11,0 
11,1 
11,1 


3,6 | 8,8 


12,0 
12,1 
12,1 
12,1 
12,2 


13,5 
13,6 
13,6 
13,6 
13,6 


13,7 
13,7 
13,7 
13,7 
13,8 


12,2 
12,2 
12,2 
12,3 
12,3 


12,3 
12,3 
12,3 
12,4 
12,4 


13,8 
13,8 
13,8 
13,8 
13,9 


12,4 
12,4 
19,4 
12,5 
12,5 


13,9 
13,9 
13,9 
13,9 
13,9 


1,40 
14,0 
14,0 
14,0 
14,0 


12,5 
12,5 
12,5 
12,5 
12,5 


12,5 
12,6 
12,6 
12,6 
12,6 


14,0 
14,0 
14,0 
14,1 
141 


12,6 
12,6 
12,6 
12,7 
12,7 


14,1 
14,1 
14,1 
14,1 
14,2 


4,0 | 44 


15,1 
15,1 
15,1 
15,2 
15,2 


18,4 
18,5 
18,5 
18,5 
18,6 


18.6 
18,6 
18,6 
18,7 
18,7 


15,2 
15,2 
15,3 
15,3 
15,3 


18,7 
18,7 
18,7 
18,8 
18,8 


15,3 
15,4 
15,4 
15,4 
15,4 


15,4 
15,5 
15,5 
15,5 
15,5 


18,8 
18,8 
18,8 
18,8 
18,9 


18,9 
18,9 
18,9 
18,9 
18,9 


15,5 
15,5 
15,5 
15,6 
15,6 


15,6 
15,6 
15,6 
15,6 
15,6 


18,9 
18,9 
19,0 
19,0 
19,0 


15,6 
15,7 
15,7 
15,7 
15,7 


19,0 
19,0 
19,0 
19,0 
19,1 


3 


4,8 | 5,2 


26,1 
26,2 
26,2 
26,2 
26,2 


22,1 
29,2 
99,2 
29,2 
29,2 


26,8 
26,3 
26,3 
26,3 
26,4 


22,3 
22,3 
22,3 
29,3 
22,4 


22,4 
22,4 
29,4 
29,4 
29,5 


26,4 
26,4 
26,4 
26,4 
26,5 


22,5 
29,5 
29,5 
22,5 
22,5 


26,5 
26,5 
26,5 
26,5 
26,5 


22,5 
22,6 
22,6 
22,6 
29,6 


26,5 
26,6 
26,6 
26,6 
26,6 


22,6 
22,6 
22,6 
29,7 
22,7 


26,6 
26,6 
26,6 
26,6 
26,7 


22,7 
29,7 
29,7 
29,7 
22,8 


26,7 
26,7 
26,7 
26,7 
26,8 


B.6L 


80,4 | 2,0 
30,5 | 2,2 
30,5 | 2,4 
30,5 | 2,6 
30,6 | 2,8 
30,6 | 3,0 
30,6 | 3,2 
30,6 | 3,4 
30,7 | 3,6 
30,7 | 3,8 
30,7 | 4,0 
30,7 | 4,2 
30,7 | 4,4 
30,8 | 4,6 
30,8 | 4,8 
30,8 | 5,0 
80,8 | 5,2 
30,8 | 5,4 
30,8 | 5,6 
30,9 | 5,8 
30,9 | 6,0 
30,9 | 6,2 
30,9 | 6,4 
30,9 | 6,6 
30,9 | 6,8 
80,9 | 7,0 
30,9 | 7,2 
310 | 7,4 
810 | 7,6 
31,0 | 7,8 
31,0 | 8,0 
31,0 | 8,2 
31,0 | 8,5 
31,00 | 9,0 


seismische Registrierungen in Gôttingen im Jahre 1906. 145 


Die Tafeln geben die VS. 


11 | 12 15 


Cftelslolo fioul lislulaslil 
| 


2,0 48,1 | 63,1 | 80,1 || 99,1 | 120 | 145 | 168 | 195 | 224 | 255288 | 328 | 2, 
2,2 48,1 | 63,1 | 80,1 99, 11120 |143| 168 | 105 224 | 255| 288 | 823 2, 
2,4 48,1 63,1 80, 1,,99,1 | 120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 2551288 | 328 2, 
2,6 48,2 Le 80,2 99,2 120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255288 | 3923 2, 
2,8 80,2 99/2 120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255288 | 328 2 


- 


BEBE ER 
© HmobrbO Doro WordNe woBNO Woo 


80.2 | 99,2 
48/2 | 63,2 | 80,2 | 99:2 
483 | 63,3 | 80,3 | 99:3 
483 . 80,3 | 99:3 

80,3 | 99,3 


- 


120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 2551288 | 3928 
120 | 143 | 168 | 195224 | 255 | 288 | 323 
120 | 143 | 168 | 195224 |255| 288 | 8323 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255 288 | 823 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255 | 288 | 323 


- 


9 © 09 © Co 


- 


80,3 | 99,3 
48 4 | 63,3 | 80/4 | 99°3 
48,4 | 63,4 | 80:4 | 99,4 
48,4 + 80,4 | 99,4 
80,4 | 99,4 


120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255288 | 328 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255 |288| 323 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255288 | 323 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255 ||288| 328 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255 288 | 323 


- 


LA 


- 


- 


80,5 | 99,4 
48,4 | 63,4 | 80,5 | 99,4 
48,5 | 63,5 | 80,5 || 99,5 
48,5 | 63,5 | 80,5 || 99,5 
80,5 | 99,5 


120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255288 | 324 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255 | 288 | 324 
120 | 143 | 168 | 195224 | 255288 | 8324 
120 | 143 | 168 | 195 | 224 | 255 | 288 | 824 
120 | 143 || 168 | 195 | 224 | 255 | 288 | 324 


- 


O1 O1 OÙ ot où 


» 


6,0 80,5 | 99,5 | 121 | 144 | 168 |196 | 225 | 255|288| 394 | 6, 
6,2 485 | 63,5 | 80,5 | 99,5 | 121 | 144 | 168 | 196225 | 255 |259| 324 | 6 
64 4845 | 63,5 | 80,6 | 99,5 | 121 | 144| 169 | 1961295 | 2561289! 324 | 6, 
6,6 18,5 | 63,5 | 80,6 | 99,5 | 121 | 144 | 169 | 196225 | 256|289| 324 | 6, 
68 80,6 | 99,5 | 121 | 144| 169 | 1961225 1256289! 324 | 6: 
7,0 ,6 | 80,6 199,6 | 121 | 144/ 169 | 196 | 225 | 2561289 | 324 | 7, 
72 48,6 | 63,6 | 80,6 | 99.6 | 121 | 144 | 169 | 1961225 | 256289] 394 | 72 
T4 486 | 63,6 | 80,6 | 99,6 | 121 | 144] 169 | 196 | 225 | 256 |289 | 324 | 74 
76 486 | 63,6 | 80,6 | 99,6 | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 2561289 | 524 | 76 
T8 80,6 199,6 | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256 |289 | 324 | 78 
8,0 80,6 | 99,6 | 121 | 144 | 169 | 196 |225 |256|289| 324 | 80 
8,2 80.6 | 99,6 | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256 |289| 324 | 82 
8,5 80,6 | 99,6 | 121 | 144 | 169 | 196 |225 | 256|289| 524 | 85 
9.0 80/7 | 99,7 | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 2561289! 321 | 9,0 
10.0 80,7 || 99,7 | 121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256 | 289 ralEs, 
€ € 
Ze] ne Re RME | 
ch | | | | n, 
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Hilfstabellen zur Berechnung der Bodenbewegung. 


20 


An 


23 


25 


26 


Lar | 28 20 


30 


31 


3 eo N ND N 
© & DO 


8 + O2 LO O9 C0 Go N D 


marN© morbrbo 


RER ER 


399 
399 
399 
390 
399 


399 
399 
399 
399 
399 


399 
399 
-399 
399 
399 


399 


399 | 


399 
400 
400 


400 
400 


400 |! 


400 | 
400 


400 : 
400; 
400 


400! 
400 
400 
400 
400 


in 
400: 
400 


SA 
N 
[Le] 


675 
675 
675 
675 
675 


675 


738 
738 
738 
738 
738 


738 


675 
675 
675 
675 


675 
675 
675 
675 
675 


676 
676 
676 
676 
676 


676 
676 
676 
676 
676 


676 
676 
676 
676 
676 


676 
676 
676 
676 


| 676 


738 
738 
138 
738 


738 
738 
738 
758 
738 


738 
738 
738 
738 
738 


738 
738 
738 
738 
738 


738 
738 
738 
738 
738 


738 
738 
138 
738 
738 


840 
840 
840 
840 
840 


840 
840 
840 
840 
840 


840 
840 
840 
840 
840 


841 
841 
841 
841 
841 


841 
841 
841 
841 
841 


841 
841 
841 
841 
841 


841 
841 
841 
841 
841 


899 
899 
899 
899 
899 


899 
899 
899 
899 
899 


699 
899 
899 
899 
899 


899 
899 
900 
900 
900 


900 
900 
900 
900 
900 


900 
900 
900 
900 
900 


900 
900 
900 
900 


900 | 


CR TEE NC 


- 


dO Hmarbo word o© 


- 


@ NNNIANIA (CrKerKerKerker] 


(ee) 
ot 


CSD 
© © 


20 


26 | 


27 


29 


30 


m 
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Die Tafeln geben die VS. 
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ES 34 | 35 | 36 re 38 | 39 | 40 He 
fe | 
2,0 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
9.2 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
24 || 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
26 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
2/8 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
3.0 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
3°2 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
3/4 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
3.6 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
38 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
4,0 | 1090 1290 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
42 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
44 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
4/6 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
4:8 | 1090 1220 | 1399 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
5,0 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
5,2 || 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
54 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
5,6 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
58 | 1090 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
6,0 | 1090 | 1169 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
622 | 1090 | 1160 | 1226 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
6.4 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
6,6 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1379 | 1440 | 1520 2120 
6,8 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2190 
7,0 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
72 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
74 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
T6 | 1090 | 1160 | 1220 | 1399 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
78 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 12120 
8,0 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 9120 
82 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
8:5 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2190 
9,0 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 | 1370 | 1440 | 1520 2120 
10,0 | 1090 | 1160 | 1220 | 1300 || 1370 | 1440 | 1520 2120 
€ 

T5 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 42 sn. 46 

0 


2300 
2300 
2300 
2300 
2300 


2300 
2300 
2300 
2300 
2300 


2300 
2300 
2300 
2300 
2300 


2300 
2300 
2300 
2300 
2300 


2300 
2300 
2300 
2300 
2300 


2300 
2300 
2300 
2300 
2300 


2300 
2300 
2300 
2300 
2300 


48 


| # r | 
2 | 44 | 46 48— 
To] 
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Hilfstabellen zur Berechnung der Bodenbewegung. 


TES 52 | 54 | 56 | 58 10. 
£ 41% I de £ 
2,0 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140] 3360 | 3600 | 2,0 
22| 9500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 2,2 
24 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 2,4 
2,6 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 2,6 
28 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 2,8 
8,0 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 3,0 
32 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 3,2 
3/4 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 3,4 
3.6 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3330 | 3600 | 3,6 
3/8 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 3,8 
4,0 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 3360 | 3600 | 4,0 
22 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 4,2 


» 


44 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 4,4 
4,6 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 4,6 
4,8| 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 4,8 


5,0 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 3360 | 3600 | 5,0 
5,2 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 5,2 
5,4 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 5,4 
5,6|| 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 5,6 
5,8 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 3360 | 3600 | 5,8 


6,0 | 2500 | 2700 | 2920 | 31403360 | 3600 | 6,0 
6,2 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 6,2 
6,4 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 6,4 
6,6 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 || 3360 | 3600 | 6,6 
8 || 2500 | 2700 | 2920 | 3140 || 3360 | 3600 | 6,8 
7,0 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 7,0 
7,2 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 || 3360 | 3600 | 7,2 
7,4 | 2500 | 2700 | 2920 | 3140 || 3360 | 3600 | 7,4 
7,6 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 7.6 
7,8 2700 | 2920 | 3140 || 3360 | 3600 | 7,8 
8,0 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 8,0 
8,2 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 8,2 
8,5 2700 | 2920 | 3140 | 3360 | 3600 | 8,5 

29920 | 3140 9,0 
29920 | 3140 
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Erdbeben im Jahre 1906. 


Zeichenerklärung. 
Charakter des Erdbebens: 


I = merklich, II — auffallend, III = stark. 

d = (terrae motus domesticus) — Ortsbeben (am Orte fühlbar). 

V = à » Vicinus = Nahbeben (unter 1000 km). 

É= (l ,s  remotus) — Fernbeben (1000—5000 km). 

LE CR ,  ultimus) — sehr fernes Beben (über 5000 km). 
Phasen: 

P — (undae primae) = erste Vorläufer. 

Es — n mal an der Erdoberfläche reflektierte 
Wellen. 

S  —( ,  secundae) — zweite Vorläufer. 

SE — n mal an der Erdoberfläche reflektierte 
Wellen. 


PS — sog. Wechselwellen. d. h. Wellen. die bei der Reflexion an 
der Erdoberfläche ihren longitudinalen Charakter in trans- 
versalen oder umgekehrt verwandelt haben. 

— (undae longae) Hauptbeben (,lange Wellen“). 

— ( ,  maximae) — grôfite Bewegung im Hauptbeben. 

— (coda) — Nachläufer. 

— (finis) Erlôschen der sichtbaren Bewegung. 


HQE 


Art der Bewegung: 
— (impetus) — Einsatz. 
— (emersio) — Auftauchen. 
Periode — doppelte Schwingungsdauer. 
Amplitude der Erdbewegung, gerechnet von der Ruhelinie. 
Ralpsnpoies von À. 


Zeit und Ma: 
— mittlere Greenwicher, gezählt von Mitternacht zu Mitter- 


nacht. 
— Mikron — !/1000 Millimeter. 


Bemerkung: 

Die Amplitude A stellt kein geeignetes Maf für die Erd- 
erschütterung dar. Ein solches wird vielmehr gewonnen durch 
den Ausdruck Zg; g — Schwerkraft; Agg gibt die grüfte schein- 
bare Neigung der Vertikalen während einer Schwingung an. Bei 


> ie 


LA 


[>] 
WU 


N 
® 
+ 
| 


periodischen Schwingungen ist Jg — ca. + wenn Æg nach 


Milligal, A nach Mikron, T nach Sekunden gerechnet wird; Milli- 
gal — ‘1000 Gal; 1 Gal — Centimeter — Sekunden — Einheit 
der Beschleunigung; es ist g = ca. 950 Gal, also 1 Milligal — 
ca. 1 Milliontel der Schwerkraft. 
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per 
[SL 
E3 


Perioden Amplituden 


Fee Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 


Sekunden 


u 
0,13 


Im 17000 kg Pendel. 


Hv 
-0,2 Von 28m 47s an werden die 
14 |Ausschläge im Horizontal- und 
à Vertikalseismometer stärker. 
Die langen Wellen. von 45 bis 
10 |gs Periode sind anfangs noch 
17 |überlagert von starken Wellen 
12 |kürzerer Periode ($;,5), die von 
32m ab ganz zurücktreten. 
Tu Vertikalseismometer. 
Sehr schwach. 
I eL |10 6 15 <1,5 Nur 3 Wellen. 
F 7 
Ir | eL | 8 4,2 10 0,8 0,5 Uhrkorrektion um + 0,2m un- 
sicher. 
F 10 In Thessalien (Volo) gefühlt. 
Iv| eL 113 17,2 DE : 0,08 | Uhrkorrektion um + 0,2» un- 
F 17,8 sicher. 
I iP |21 43,38 3/2—2 0,6 1,2 Ubrkorrektion um + 0,2m un- 
sicher. 
ES 52,6 S Je 0,3 VoriP, dem kräftigen Einsatz 
6 9 2,2 |der ersten Vorläufer, sind eine 
halbe Minute lang winzige Wellen 
eL 2211 30 bemerkbar (Periode — 1/$5—1/,8, 
M 16,1 18 1,5 AN < 0,05). 
F 40 4 
Ir P/4110715,416 
S 19,5 ÿ 1 0,5 
e L 22 30 
M 25,7 15 7 1,7 
F |17 
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Zeiten Perioden Amplituden 


Datum Bemerkungen 


(Grcenwich) 


Charakter 
Phasen 


Sekunden 


FR 
< 
œ 
go) 


Jan. 9 À den kleinen Karpathen ge- 


fühlt 


2,œ © 
ES 
I 
oo 
S 


16 


fc = 
o 
© 


D 10 | Tv |: e° 421", 85130 1Ja 
L 8 53 
F 11,7 


lu 13 43,5 50 20 


14 10 


[ae 
er 


- 16 |IHv| eP | 2651 29 1[8 In PreBburg gefühlt. 
e dl 48 2/s 
L 52 53 | 1—$ 
M 53 37 7 6 
F |3 


[a] 

lex 
«] 
O2 
© 
pi 
[SLI 
pi 


Ju 


H 
ou 
© 


© 

eu 
NN 
[AN] 
[el 
Qt 
É 
(de) 
© 


Ju 


Dieser Einsatz nur in der Nord- 
Süd-Komponente scharf. 


S mit der Folge von reflek- 
tierten Wellen geht ganz all- 
mäüblich in L über. 


re 
[1 
LQ] 


Datum % 

ë 
Jan. 24 | Tu 
» 24 | Tu 
» 24 | Iu 
» 24 | Tu 
» 24 | Iu 
» 26 | Iv 
» 26 | Iv 
» 27 | Tu 
r 2OLIriu 

» 91 |Illu 


M2 


HO HE HE He h Heu 


EU ce 0 


Sy 


Zeiten 


(Greenwich) 


: K. Zoeppritz, 


Perioden 


Sekunden 


2 


6 


1ë 


A mplituden 
ÂE AN 
u u 
2 
10 4 16 
9 0,6 
e. 1 
1,5 
b ' 
0,13 
0,8 
19 16 
12 30 
b 
23 6 
150 | 140 


Bemerkungen 


Vertikalseismometer. 


Geht verloren im folgende: 
Beben. 


P und S gehen verloren in 
vorhergehenden Beben. 


| Wohl vom gleichen Herd. 


Schwache Spur langer Wellen 


Columbien und Ecuador. 

Das eigentliche Beben setzt 
anscheinend mit i, ein. 

Bei den folgenden PS-Wellen 
schlägt dis EW-Komponente des 
1200 kg Pendels an die Hemmung. 
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Zeiïten Perioden Amplituden 


: Datum Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 


Sekunden 


A ei u u 
Jan. 31 S Rs 14,5 
eL 18 50 
Mx 19,7 25 900 
Me 21,7 25 > 800 Die EW-Komponente des 1200 
C 15—18 kg Pendels schlägt über 20m lang 
gegen die Hemmung. 
F 20 Um 18h 45" tritt in der NS- 
Komponente des 1200 kg Pendels 
eine Welle von 2m auf. 
» 931| Iv | eL |17 59 26 L 0,12 | Den langen C-Wellen des vor- 
F |18 0,2 hergehenden Bebens überlagert. 
Febr. 1| Iu | iP 2 43 52 Vertikalseismometer. 
PR 45 56 
S ? 
LM|3 6,3 12 4,8 2,3 
F 30 
» b| Iv|eL | 3 48 1/2 < 0,05 
F 49 
D 56) 1v| L.| 441 2 1 <0,5 
| F 44 
Lu 5 ‘Tu L 5 41 2b 2 2,5 
F 6 
ON A L b 40 60 3/4 0,05 
F 42 
ONE L 0 25 29 1 0,25 
le 
F 81 
» 13|I(r)| eL | 0 32 - 15 1 1,5 
F 50 
 , 16! Iu | iP |17 49 44| #k <0,05|  Westindien? 
S 58,6 
M |18 8 30 7 
14 20 6 
F 40 
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Zeiten Perioden Amplituden 


Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 


nm Es uw u 
Febr.17| Iv | el | O 42 40| 1—2 <0,05| Gehôürt vielleicht als Vorläufer 
s zum nächsten Beben. 
F A4 Die Deutung des Diagrams 
à ist durch starke mikroseismische 
. 17| Iu | eL | 1 49 Bewegung beeinträchtigt. 
M 5d 20 0,b 1,5 
F 57 
» 19|Iu| e 2 19 12| 2—3 <0,05|  Vielleicht P. 
e 21 40 
e 22 42 13 5 4 Vielleicht PR,.. 
6 
e 34,5 
e 39,2 12 6 8 
8 ‘5 40 25 
eL 10 Angabe nach dem Vertikal- 
M 17 21 26 3 lseismometer. In den Horizontal- 
C 16 Hope Be Les Le 
2 regelmäfige Wellen langer Pe- 
E, 5 20 SES * 
20 Eu P? 21 OM 0 1 0,05 | Durch die starke mikroseis- 
8? 9,1 mische eh CE . AR 
tung erschwert. Vielleic ‘ 
eL? 30 2 0,25 L ui ersche der Nahbebess 
45 Ausmessung nach dem 17000 kg 
Pendel. 
191 Iu | e-}2 0 15 2 
F 1 
29m IT ip 7 37 53 2 0,25 Vertikalseismometer. 
8 0,5 
iS 42 11 6 1,5 | 15 
L 47 ; 
M b0 15 8,0 2 
F 8 , 
» 28| Iu | eL |10 25 20 2,b L 
F 45 
» 28| lu | eL |15 16 20 15 
F 2b 
95| Iu Je 0,05 Antillen? Vertikalseismometer 


p |1528 37| 3 
S 37,3 
e 38,3 15 1 1 
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ii a \ 
Does Ë É A 
La ë à . (Grecnwich) 
5 
hami.s 
Febr. 23 eL b6 
Mn 160 0 
B- 
Fini17 
. 24] Iul iP | 026 31 
19? 36 42 
L 58 
M 1 3 
F 1 30 
. %|Iu| P |23 O0 57 
S ? 10,1 
eL 25 
M 36 
F |24 
. 27|Iul iP |1950 43 
1S 58: 5 
S R1 120 0,4 
L 10 
M 15 
C 
F |21 30 
L |22 35 
. 28| Iu | eL | 6 67 
F 7 20 
. 28] Iu | S? |13 37,9 
eL 57 
M |1i4 3 
F 25 
Mirz 2] IuliP | 623 41 
PR: 25 33 
PR: 2071E0 
15 30 43 
S R1 34,2 
e L 39 
M 499 


Perioden 


| Sekunden 


18 
18 


Amplituden 
ÂE AN 
uw 

12 
15 
0,1 
25 | 15 
9 6 
< 0,05 
b,b 6 
0,5 
2,b b 
16 14 
<0,5 
20IDTS 
1,b 
b 2,5 
0,4 
2,7 0,6 
2 
2,6 
30 30 


Bemerkungen 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 


Um 22h85m treten einige lange 
Wellen auf, die vielleicht durch 
den Gegenpunkt gegangen sind. 


Vertikalseismometer und 17000 
kg Pendel. 


pi 
Qt 
[ep] 


K. Zoeppritz, 


Zeiten Perioden Amplituden 


Bemerkungen 


Charakter 


(Greenwich) 


Sekunden 


h ms 
März 3|l Iu| iP | 854 3 2 0,3 Vertikalseismometer. 
6 4,5 0,6 
is | 9 4 ol 12 Bb | 27 
PS 4 32 18 30 5) Sehr starke Wechselwelle. 
S R1 | ca. 9 
eL 19 30 
84,7 16 11 
FORTE 
. 3lIuleL |21 5 20 1 | 25 
F 20 
. 4lIvleP |1140 1| 0,03 
e 41 22 L 0, 
L 42048) ‘a 
M 42 28 0,5 
F 46 
>  Dl:lul-eL 20 Zwischen 9h und 10h tauchen 
mehrmals schwache lange Wellen 
, 6livleL|1652 o! 1 01 auf. 
F 52 50 
PU G6livi DL 14 2) 4} 1:32 0,25 
F 43 
HJSNCIr Ai Pa )E7-00: 33 1 0,26 | Durch die starke mikroseis- 
2 1,5 1,5 mische Bewegung beeinträchtigt. 
(s) 
S 54,8 11 14 6 
L 18 
M |i8 03 15 16 7 
1,3 14 13 
F 30 Die Erdbebenwellen verschwin- 
den um 18!/,h LS der starken 
= ikroseismisch $ 
. 9! Tu | eX. |21 2% 20 2 mikroseismischen Bewegung 
F 26 
» | Iul iP | 655 4b 3/2 0,08 


& 
Æ 
as 
D & 
© 
ni 
[ep] 


HOQEESE Dr 
Q0 
D 
> 
Lo 
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Zeiten Perioden 


(Greenwich) 


éprlimden Bemerkungon 


Charakter 


HOT H 


5 li} Faut? 
PR 20 23 
S ? 26 
L 38 
F | 415 


» 14 Iu | eL |21 15—30 


Aus der starken mikroseis- 


» 16| Iu | eL |20 295 25 schwache, lange Wellen auf. 
30 40 17 10 9 
F b0 
» 16/17| Tu P |22 54,9 L Vertikalseismometer; unsicher 
St 123% “1411 18 46 | wegen starker mikroseismischer 
S R1 10,7 18 3,7 Bewegung. 
eL 25 30 
M 29,5 17 3,7 3 
F 0 30 
| 
» 17| Iu| eL Gegen 22!/,h schwache Spur 
langer Wellen. 
L IBI7IV  e211508. 97 1 0,15 
eL 14 12 0,8 
30 


iS 5 bb 11 30 
15 45 
e L 7 35 
M 10 19 50 | 100 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


| 


mischen  Bewegung  tauchen 


| 


Datum 


+ 
[#14 
(e] 


Charakter 


Zeiten 


(Greenwich) 


K. Zoeppritz, 


März 20 


, 21/22 


, 22 
org 


arr 


, 28 


Tu 


Tu 


Ju 
Ju 


Ju 


Ju 


Ju 


Ju 


tn 
© 
HRHDE 


© D me 
H ME 


®O me 
spllue 


He (Es de 


Perioden Amplituden 
Sekunden AE AN 
u 
30 
25 8. 

2 0,03 
13 2,5 2 
15 3 2 

1 0,03 
25 
20 6 1,5 

1 0,03 
25 
15 35 | 15 
25 4,5 
20 0,9 2, D 
30 
20 5 5 
30 
18 7,b 9 
30 
18 3 1 

2 0,25 
45 24 <4 
15 


Bemerkungen 


Vertikalseismometer u. 17 000 
kg Pendel. 


Sehr schwache, lange Wellen. 


Vertikalseismometer u. 17 000 
kg Pendel. 


Vertikalseismometer. 


Datum 


[OL 2 
0: 
0: 
RE 
» DJ6 
NE 6 
nn 7 
D 7 
N'y 

| April 8 


Charakter 


März 28 | I(r) 


, 29] Iu 


lu 
ILE 


Iv 
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Zeiten 


(Greenwich) 


20 59,2 
21 15 


21 58 24 
22 8,8 
26 


10 40 34 


16 56 11 
57 
22 23—40 


17 50 13 
18 0,4? 
22 
27 
29 

18 


h m sl 


Perioden 


Sekunden 


25 


1/10—?/10 


25 
18 


Amplituden 


1,4 


10 
LL 


159 


Bemerkungen 


Sehr schwache, lange Wellen. 


Vertikalseismometer u. 17 000 
kg Pendel. 


Aus der mikroseismischen Be- 
wegung tauchen schwache, lange 
Wellen auf. ; 


S nicht erkennbar wegen star- 
ker mikroseismischer Bewegung. 


F verschwindet in der mikro- 
seismischen Bewegung. 
Vertikalseismometer. 


Das übrige Beben ist wegen 
starker mikroseismischer Bewe- 
gung nicht zu crkennen. 


Schr schwache lange Wellen. 


Vertikalseismometer. 


S unsicher wegen starker mi- 
kroseismischer Bewecgung. 


160 K. Zoeppritz, 


Zeiten Perioden 


Amplituden 


Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 


Sekunden 


h ms u u 
Aprill0|Ilu| iP |21 35 41 NE 0,1 
PR 39,2 
S? 464 12 2,5 5 
eL,|22 4 40 70 Den Hauptwellen gehen ein- 
M zelne unregelmäBige Wellengrup- 
Me 11 18 70 bO |pen um 21h 58,8m und 22h 1,9m 
C 15 1 8 voraus. 
F |24 
» 18 lu | eL |18 17—30 Sehr schwache, lange Wellen 
» 1|Iu “ Le 19 se e 8 1 0,15 Vertikalseismometer, 
1S 40 32 9 4 2,5 
S Ri 46,2 
S R2 50,5 
eL |20 2 
M 9,5 12 13 16 UnregelmäBige Wellen. 
13 10 25 b 
C 12—15 
F |21 10 
» l4|Ilul iP 0 4 % 9 0,5 Vertikalseismometer. 
iS 15 52 8 45 | 15 
S Ri 20,5 
eL 35,5 30 8 3 
M 40 15 7 ' 
48,2 11 9 B 
F 1 20 
» 4]Mul iP | 417 Se 4 9 | Vertikalseismometer. 
P R1°? 20,7 1300—1700 km von Samoa. 
P R2? 24 
S? |ca. 30 RE 1,2 | 0,3 
| 16 
S R1 39,9 
eL)| 5 1 50 40 9 
M} 
M: 105 | 24 11 7 
C 18 | 
F | 6 30 | | 


11%* 


8 


( 


. 
: 
: 
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| 
| 5 | 
Datum # 8 Zeiten Perioden Amplituden 5 ee. 
É Ë PAPE PA emerkungen 
| Sekunden | Ag AN 
| ! h ms u 
1 April18|IlTu| eP |13 24 30) us 9 û | Kalifornien (San Francisco zer- 
| , stôrt). 
| PR, &s 5) UnregelmäBige Wellen. 
| P R: | ca. 30,1 
S 34 29 17 8 
20 
i 35 34 8 2b 
17 80 
eL 50,6 60 
35 950 | 1500 
M 3,1 30 800 Die Ost-Westkomponente des 
Me 57° 29 750 1200 kg Pendels hat an die 
Mr 59,4 20 1600 Hemmung geschlagen. 
F |19 
» 19| Iu | eP | O0 415 1,2 0,05 
e 1 10,6 
eL 12,6 0 6 () 
4 - 2 
F 2 
LS In P 7,195 D 7 
5 16,9 14 1,2 1,2 Durch den Papierwechsel ge- 
8 19 18 2,3 stôrt. 
F 9 30 
y 20] Iu | eL |20 27 15 | 05 | 05 
F 37 
, ZTY < 6 38 É Lis 
39 
M 39 25 5/2 0,2 
F 41 
» 23| Tu e 8 53,8 9 0,5 0,5 
e 9 32 3 2 7 Le 0: 
e L 44 : <3 
56,7 16 4 3 Sehr regelmäsige Sinuswellen 
F |10 20 


Kgl. Ges. d. Wies. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasse. 1908. Hoft 2. 11 


Datum 


April 25 


Mai 


29 


4/5 


162 


Charakter 


Ju 


Ju 


Ju 


Tu 


bi 
[=] 


Ju 


ES me pes "D a 
Hi Q D© Dog HR ME He Hey "ME OH Bhoowrmty ME 


K. Zoeppritz, 


Zeiten Perioden 


Amplituden 


(Greenwich) 


Sekunden 


m u u 
1 48 36 2 0,03 
59 4 10 1 
2 25,2 40 set ML 
18 
29 17 2,5 2,5 
8 15 
16 42 30 3 0,1 
46 3 
53,0 ? 2. 1 
53,6 10 1,2 8,0 
54,7 9 2,7 2,2 
17 14,8 25 
3 20 ) 
33 15 1,5 
18 
O 47 15 0,5 
49 
1 26 121 2—3 0,2 
36 33 15 b 
56,4 30 10 
7 
2 7 14 11 5,5 
30 
2t 02 
32,5 20 1 
47 
23 21 25 
55 20 É 
0 2 15 1,5 1,5 
15 
0 34 44 1 0,05 
35 20 
38 42 
45 14 6) 4,6 1,7 
45 58 
?, nach 1h 
6 25 2,b 4 
18 
2 


Bemerkungen 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 


Drei besonders starke Wellen. 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 
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on Ë 5 | Zeiten Perioden Amplituden Do one 
Ë . (Greenwich) g 
ss Sekunden | Ag | An 
; h ms u u 
Mai | Iv| L 9 58 20 1 0,05 | Nur wenige kleine Wellen 
F 59 vielleicht ein Nahbeben. 
4 6| Iv L |23 12,5 1 0,05 
F 16 
D 12tlu tie 166 Où 0 3/2 0,1 Vertikalseismometer. 
15 27, 9 1,b 4 
S R1 12,8 
e L 23,6 35 
M 26,1 10 
20 10 18 
F 4 
D, 12} Iu | iP |10 51 46| 12 0,1 Vertikalseismometer. 
Læ |11 175 30 
Lx 20,5 30 
M 24,5 30 15 17 
F |12 
D. 14| Iu | iP |1969 23 1 0,03 
L |20 39 L sehr schwach. 
F |21 
ED 0 16! Ir | 1P?.1:5 959 1 0,1 
eL 16 18 4 3 
F 27 
D 16} Tu | eL |11-0 
4 15 0,5 0,5 
F 4 
, 17| Iv| iP |18 24 36 4lg 0,17 | S und L treten nicht hervor 
F 29 
D 18) Tu L |17 16 20 0,5 
F 22 
nn. 181 I e"|21 32 
M 3b 16 3,5 5,5 
F 122 
19} T e |19 59 15 < 0,5 Wenige schwache Wellen. 


El 
3j 
[Le] 
© 
= 


11* 


164 K. Zoeppritz, 


—— + 


Zeiten Perioden Amplituden | 


a 
Datum É Bemerkungen 
à (Greenwich) 
Sekunden 
h m s u u 
Mai 20|I(u)| iP |1119 20|{. 1 0,27 |} 
2 15 |<0,3 Vertikalseismometer. 
PR 21 20 
iS 26 24 8 0,5 
i 27 8 4 03 | 2,1 
eL 30 
M 33,8 9 1,2 
Ms 38,3 9 0 [Ale 
F |12 
» 20| Iu LE 15 . 18 2 <0,3 | 0,04 
eL |16 28 20 < 0,5 
F |17 


s 
D 
rare 
bi 
4] 
(eu 
en 
© 
ë 


M 57 20 15. 11,0 
F |14 10 
FOLIE e 9 44 15 1 0,05 
F 46,5 
Juni 1|Ilul eP | 4 50 16 2 0,08 | Beim Vertikalseismometer stand 
1i 3 1,5 |das Uhrwerk. 
S 5 0,0 ? 12, 2 
30 14 
SR: 6,4 30 
e L 22 50 
27 33 60 | 100 
M 37 24 200 
20 30 
C 15—20 
F 8 
; 1\ I L |12 7 1—2 0,1 
6 0,5 
F 25 
k 21 Iu | L |15 24 20 2,5 2,b 
F 45 
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48 = Zeiten Perioden Amplituden EE 
E (Greenwich) 
EF Sekunden 4 
Juni 3| lv e |19 40 37 1/2 0,03 
1 al 9 1 0,25 
i 41 37 1 0,25 
e L 42 20 2/8 
0,5 
M 42 30 0,5 
F 46 
S Al I L 9 52,b | 10 
15 0,5 
F |10 16 Zwischen 13h und 17b mehr- 
fach Andeutungen langer Wellen. 
s 7| I 1P29 2 46 11 Vertikalseismometer. 
S 54,5 7 0,5 0,5 
L 3 18,5 20 1,5 1,5 
F À 
PI) 101.0 i.1 116 Sehr schwache, lange Wellen. 
Din I eL | 1 515 15 1,5 1 
F 
PO rt) Plat D 14)} 8 
S 10,5 6 1 1 
L 35 
M 37,5 18 | 1,5 
F |22 20 
Puti=Iv e b 10 50 In Cremona, Piacenza, Padua 
M 12 11-45 1 0,04 | Verona gefühlt. 
F 14 
DU 15 eToméi 221038" 12 3 0,15 
e (S?) 36,3 
L 39,5 Sehr schwach, eben noch zu 
F 50 erkennen. | 
16| Iv e |11 19,5 
> M | 20 66] 1 0,15 


F 29,5 


[= 
[°2 
[°?] 


K. Zoeppritz, 


Zeiten 


mplitudon Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 


nemeaes u u 
Juni 17] Ir | iP | 117 54 1 0,1 
S 21 30 9 
3 0,3 
eL 24,5 
M 27 12 1,3 2,2 
F 45 | 
» 18} Iu} eL }12 41 20 4 1,5 
F |13 10 
19 Hu Nil" |11 35 43 5 0,05 
PR:| 393 
15 46 7 4 5 4 à 1,5 
1 46 23 6 2,6 2,8 
eL 12 5 40 Den langen Wellen sind solche 
10 30 60 60 |kurzer Periode (5°) überlagert. 
C 12—18 
F 113 380 
 A9i-lu L |18 95 20 
15 0,5 L 
F 30 
» 2] Iul P | 238 53| 0,05 
S 49 8 6 
15 2,2 0,3 
eL | 3 6 35 14 4 
C 15—17 
F 4 
, 2|IuliP | 3928 35 3 | 
29 16| 2—3 1,2 0,1 Vertikalseismometer. 
PR: 31 b6 4 1 
e 32 39 3 
S 38,9 6 |08 | 06 
PS 39,8 14 1 
18 3 
S R1 45,5 
e L ? Erste langen Wellen sebr 
M 4 3 16 1,1 0,2 |schwach. 


+ 
go 
S 
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LL] 
Fe Ë 8 Zeiten Perioden Amplituden Bésertineen 
Ets É (Greenwich) 
S l Sekunden | AE AN 
, b ms p u 
"ni 22| I L 7 30 15—20 | <0,5 Hin und wieder tauchen lange 
F 9 Wellen auf. 
» 238| I L T0 10 0,5 0,5 
» 228), 1 L |10 14 20 Sehr schwache Wellen. 
} #4] Tu e 7 36,5 Kurze Wellen auf dem Seismo- 
L bb 30 5 2,5 |gramm des Vertikalseismometers. 
F 8 40 
Ah In 1P |1I 29 17 | 2,10, 
1 Vertikalseismometer. 
PR: 32 38 
S 39 29 15 1,6 
12 1,3 
PS 40,2 18 5 
eL |12 1 30 
M 9,5 17 20 
10 15 14 
F |13 15 
D 261 In il }12 392566) 12 0,05 Vertikalseimometer. 
1S 41 57 
e L 56,5 
M 13 05 24 3,b 1 
F 2,0 18 3,2 | <0,5| Sehr glatte, sinusartige Wellen. 
» 27| Ivle LE OM7#021| 0 41—2 Wales. 
1 48 35 17000 kg Pendel hat nicht 
L 49 2 registriert. 
M 49 20 - 0,8 107 
F 52,5 
190 h.T LE 90 10—12 1 1 Wahrscheinlich lange Wellen. 
Jui 4lIvl e | 233 &5l ‘he < 0,02 
î 35 23 8e 0,06 
e L 35 46 In Cettinje gefühlt. 
M 36 18 1 0,2 
l: 40 


168 K. Zoeppritz, 


Zeiten 
(Greenwich) 


Perioden Amplituden 


Bemerkungen 


Phasen 


Charakter 


Sekunden 


1e Fi u u 
Juli 4| Iv | eL | 4 45 3 0,2 
F 48 
; 4 Iv| eL | 7 25 3 0,15 
F 4 In Cettinje gefühlt. 
; 4| Iv | eL |10 18,7 2 0,1 
F 20 
. 6| Iv| eL | 053 6 3 
M 53,8 3j 0,13 
F 172 
à 8| Iu | P |22 44 6 di 0,1 Vertikalseismometer hat nicht‘ 
es 53,7 9 0,5 |<0,25|registriert. 
eL |23 12,5 25 
M 20 20 4 | 25 
F |24 
sn 10)tlus P'420. G1L Der erste Einsatz fällt viel- 
S 10,4 9 12 leicht in die Stundenmarke. 
eL 34 30 
M 39,2 25 5) 3 
F |21 10 
» li} Iu | eL |20 6-20 24 Einige schwache, lange Wellen, 
SH | ES e 7 b2 34 1 0,12 
2 
| F 56 
Mehrfach schwache,. 1 
n 12| I 10-12° Wellen Le “20-308 Period 
Vielleicht keine wahren Erd- 
bebenvwellen. 
»13/14| Iu | iP |23 53 40 … F. 0,6 Vertikalseismometer. 
2 
S | O 1,0 
PS 1,8 18 15 10 
S R1 5,7 
eL 10,4 7 = 
12 
15 7 
16 20 25 27 


| Datum 


Ci 


16 


17 


19 


20 


22 


23 


Charakter 


Tu 


Ju 


Iu 


Tu 
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Zeiten 


(Greenwich) 


hREmITs 
16: 177608 
170 


0 315 
325 


11 28 50 


18 46 28 
56,9 


19 9,5 
84,5 
20 


7 9,5 
20 


Perioden 


Sekunden 


À 
3 


© 


Amplituden 


Bemerkungen 


uw Vertikalseismometer u. 17 000 
0,6 kg Pendel. 


<0,6 | An an andern Stellen ebenso 
groB wie AE. 


Vertikalseismometer. 


Vielleicht ein Paar lange 
Wellen. 


Vertikalseismometer. 


2,5 List nicht zu bestimmen. 


Nur im Vertikalseismometer. 
Bei S Periode und Amplitude 
unregelmäBig. 


schwache, unregelmäfige 
1,5 Wélles” die erst gegen Ende 
meBbar werden. 


2,b Ein Paar schwache, lange 
Wellen, 


170 K. Zoeppritz, 


8 | a 
Datum c. 8 Zeiten Perioden Amplituden Bénerusqen 
L. cs (Greenwich) 
e Sekunden | Ar | An 
h m sl & u 
Juli %| Ir | eL |11 612 10 2° j In Belgrad gefühlt. Schon von 
F 58 50m 385 schwache Wellen im- 
17 000 kg Pendel. (T = 1}j,; 
AN — 0,02.) 
Re) OM 1222 29012 Vertikalseismometer. 
? Das Ubrwerk des 1200 kg 
Pendels stand. 
» 29]I(v)] eL |21 54 8 
» 29|I(u)| eL |23 3,5 17 Einige sehr schwache Wellen. 
F 
É 5 | In  Württember isch 
ES s ie E ; q2 et HAS hr pe 
el: 3 8 | 1/9 füblt. 
M 3 13 0,5 
F 6 
» 12) Tu | 1P 12328 54 3—4 0,3 0,5 Vertikalseismometer. 
eS 38,3 12 12h15 
e L 56,5 30 
M 124 05 17 4 9 
3 14 6 5 
F 1 40 
= AE) Du e | 4 2495 4 0,3 | Einigeschwache, kleine Wellen. 
: 2| I | eL }23 105 17 1 1,5 Einige sehr schwache, lange : 
F 40 Wellen. 
; 6| Ir | iP | 3 45 6 4 1 0,3 Vertikalseismometer. 
i 46 57 3 04 | <03 
ë 47,4 8 05 | <0,3 
eL 55 8 0,7 1 
4 0 9 0,5 
6 0,6 
15 
: 8| I el 8 45 Schon um 2h 40m eine ganz1 
M 16,5 17 3 15 schwache Stôrung; vielleicht zu U 


diesem Beben gehôrig. 
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Ë Zeiten Perioden Amplituden Benne 
£ (Grecnwich) 8 
a Sekunden 
h ms uw 
Aug. DS I e |19 12 20 Ein Paar sehr schwache, lar 
| Wellen. 
D, 8/9! Tu P 123 21 18 SJe 0,16 | 0,15 
| S 31,4 
e L 51,5 
M b3,b 20 3 1,5 
0 15 16 1,5 1,5 
F 1 10 
ill Tr e |10 3,0 In San Remo gefühlt. 
8 4 l 17 000 kg Pendel. 
L 4 29 
M 4 44 L 0,04 
F 6,5 
- 0 VE Ut e |13 37,5 8 0,5 0,5 
ST 7 11 08 | 08 
F |14 
mn 1217 eL |20 O0 15 0,9 0,8 
M 4 
F 30 
nn 19] I P? |18 54 40 2 < IR <A Schon um 160 51m 5s in « 
eL |19 8,4 Nord-Süd-Komponente winzi 
M 12 20 7 g Weber 
16 12 5 4 
F |20 
M 14/: I eL |21 19,5 
M 22 6—8 0,5 0,6 
F 40 
16° L eL |20 37,5 18 1 1,4 
F |21 
, 16|I(u)| P 12213 28 2 Vertikalseismometer. 
S 20 56 
k S Ri1 24,5 8 
| eL 32,b 16 4 8 
M: 11 b 7 
M; 37,5 16 10 | 6 
F 123 20 


172 


K. Zoeppritz, 


Charakter 
Phasen 


Aug. 17|Ilu| P 


S 
S Ri 
e L 
M 
.  17|lIlals e 
PR: ? 
M 
C 
F 
“liclu er 
M 
F 
. “17}®lu) el 
M 
F 
sir ild) el 
M 
F 
FE A RE À L 
» 17| Iu | eL 
M 
F 
S odL/l tu le D 
F 


Zeiten 


(Greenwich) 


Perioden 


22 
18 


Amplituden 


Qt 


0,25 


Bemerkungen 


Herd in der Nähe der Aleuten. 


Das weitere Beben überlagert 
von Vorläufern und Hauptwellen 
des folgenden. 


Valparaiso zerstôrt. Vertikal- 
(seismometer, e vielleicht — PR, ; 
PR, fällt in die Stundenmarke, 
deshalb Zeit um 165 unsicher: 
Oh 59m 29s + 88, 


Durch den Papierwechsel. ge- 
stôrt. 
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Zeiten 
-_ (Greenwich) 


| Charakter 


Sekunden 


17 
17 


OT Or 


Perioden Amplituden 


AN 


27 


Bemerkungon 


Sehr schwach. 


Nur ein paar schwache, lange 
Wellen. 


Vertikalseismometer. 


Das 1200 kg Pendel ist ge- 
stôrt. 


Vertikalseismometer. 


Schwache, lange Wellen. 


174 K. Zoeppritz, | 


Zeiten Perioden Amplituden 


Datum Bemerkungen 


Charakter 


(Greenwich) 


Sekunden 


H EHh 


8 
78 

eL | 13,3 30 320 07 
18,3 

26,7 

M: 28 18 28 | 10 
F |16 40 


> 2Li-Ir 1P |20 45 54| 4—5 0,6 0,6 
S 50,3 8 1,2 L 
eL 53 25 
M 54,7 15 b 8 | 
F Das Ende läft sich wegen ; 
Ueberlagerung durch das fol- : 
gende Beben nicht angeben. 
» 21| Iu | eL |21 27 21 Schwache, lange Wellen. 
F 50 
» 22| Iu | eL |21 1138 
M 34,3 20 1,8 LL 
F 5b 
» 24] Iu | eL | 2 4138 
M 50 18 2,6 1,9 
F 8 10 
») %}llu| iP |12 2 4b 4 0,5 0,6 Vertikalseismometer. 
PR: 4 53 
S 10,2 
S R1 13,8 9 
e L 22,7 18 b 4 
27,8 12 2,5 | 2,7 
35,38 15 4 1,5 
F |13 30 
» 2b|IUul| iP |13 56 23 Vertikalseismometer. 
PR: 58 26 
S |14 3 56 
PS 3, 25 
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£ a 
Lion # 2 Zeiten Perioden Amplituden Bemerkungen 
< à (Greenwich) 
ds Sekunden | Ar | An 
h ms u u 
Aug, 25| Iu | eL |17 26 10 Schwache, lange Wellen. 
F \|gegen 18h 
» 26|Ilu e 6 20 80 
PR 21 15 8 12 1,2 Neu-Guinea ? 
S ? 28,2 
PS 30,8 15 b 2,b 
S Ri1? 37,1 
S Ra ? 41,1 
e L 55,3 
M 59 30 45 25 
7 47 20 25 18 
16,8 17 18 25 
F 9 20 9h 50m—10h 10m treten noch- 
. mals lange Wellen auf. 
Cr PR eL |16 47 8—11 | 0,7 1,2 Das 17000 kg Pendel hatte 
rRa17 Reïbung. 
__ _ 26)tlu e 5 41,3 
e L 55,8 
M 6 43 22 5 6 
7,3 18 7 4 
12,3 13 b 
F 
D 20 PIv LP 01B)t2< 0,6 0,4 Dalmatien. 
23,5 
D 20)'€I eL |16 58 30 1 1,1 
17 30 


80) Hull | 252 27149-4 0,9 | 0,8 Tacna, Arica. 


19.8, 3 +20 12 6 2,b Der Einsatz von S sehr scharf 
e L 23 in der Ost-West-Komponente. 
M 26 3b 16 22 

34,38 21 18 

36 19 25 

6 
D 91} Lu) bL0) 151 Einige sehr schwache, lange 

F D Wellen. 


1 2x 
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tie 
ET à é E Zeiten Perioden Amplituden Beuerhoneon 
ex ES (Greenwich) 
“ Sekunden | Ar | AN 
Aug. 31) Iu | “HP 
is P 
19 
PS 
e L 
M 
F 
Sept. 1} Iv 1 b 932 1/2 0,15 | Im Rheinland (Ems, Boppard 
i 40 1/2 0,25 lu.s. w.) gefühlt. 
e (55) 4]s 0,2 
M LOL TS 1Ja 1,5 Lange Wellen (T — 15) sind 
F 11 überlagert von kurzen (T — 1/45), 
HR EU) DES T0 "10%43 3 0,9 0,7 Vertikalseismometer. 
e 21,5 
e 51,7 18 L 1,9 
| eL |20 12 80 
F 21 10 
» 7 | ITu | _. ; 19 de 59 0 0,5 0,6 Vertikalseismometer unlesbar. 
| 15 24 12 4,5 3 
| eL 32,3 Vertikalseismometer. 
30,3 80 13 9 
39,3 22 40 80 
41,3 19 65 40 
50 15 50 40 
50,8 15 30 70 
C 15 
F |22 10 
» SE TY eL | 045 4 ‘8 0,02 | In Garmisch gefühit. 
F 46,2 Sehr schwach im 17000 kg 
2 1! | Pendel. 
CE eL |13 46 13 0,4 0,7 
ù | F 114 
OL D cl: No est 0 06 | 0,9 
F | 16 | 
Me 1 eLetad ao) Pio for hi 
! | F DO 


Charakter 


st Sept. 13| I(u) 
| 
000 C0 
» 14! lu 
» 14|Iu 
RS 5 en: 
17| Tu 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1908. Hoft 3. 
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Zeiten 
(Greenwich) 


m 
eL | 352 20 
M 57 
F 9 10 
P |10 7 45 
S ? 13,38 
S Ri ? 17,2 
L ? 
F 40 
:P 113 2143 
eL |14 9,3 
M 14,7 
F 50 
e |16 23 39 
PR: M 22 
26 8 
S unsicher 
37,3— 
37,8 
S Ri 42 
eL | 533 
MONI7ES 
4 
14,8 
C 
F 119 10 
1 |14 44 bi 
b5 
eP | 4 28,8 
S ? 39,3 
eL | 5 2,3 
M 7 
11 
F 40 


Perioden 


Sekunden 


Awplituden 


0,18 


177 


Bemerkungen 


Das Diagram der Nord-Süd- 
Komponente des 1200 kg Pendels 
ist unleserlich. 


Vertikalseismometer. 
Die Nord - Süd - Komponente 
des 1200 kg Pendels ist un- 
leserlich. 

L undeutlich. 


Vertikalseismometer. 


Neuguinea. 
Vertikalseismometer, im 1200 
kg Pendel PR, schon 25m 128. 


Im  Vertikalseismometer ist 
diese Welle nicht zu erkennen. 
Eine kräftige Wellengruppe. 


Die Deutung der Einsätze ist 
schwierig, zum Teil unsicher. 


Explosion bei Besançon. Aufer 
den kurzen Schwingungen ist 
noch eine längere Schwingung 
von etwa !/,8 und von der glei- 
chen GrôBenordnung zu erkennen. 


Vertikalseismometer (schwach). 


12 
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Zeiten Perioden Amplituden 
(Greenwich) 


Datum Bemerkungen 


El 
D 
+ 
4 
æ 
1 
5 
ee] 
© 


Sekunden 


Sept. 17 e 
e P unsicher, auch im Vertikal. 
e seismometer. 
e L 
M. 
C 
F 
17 vi il |18 Oak, 0,1 
F 1 50 
» 20] Iu | eL |18 23 
M 36 20 p) 6 
F |19 
, 2lIuliP|13 9 
S unsicher 
eL | 2 31 3 
M 40 18 2 
M: 53 18 3 
F 8 30 
, 21] I | eL |16 37 
M 45 18  \46 
F |17 
» 28|Ilu) iP |15 37 32 4 1,5 0,8 ; s 
PR: 41 5 3 } Vertikalseismometer. 
1 47 D! 10—12 | 35 7 
eL |10 5,8 40 
10,2 30 30 14 
M 11,7 25 35 10 
C 18 
F |17 30 
» 29] lu | eL | 418 
| M | 232 16 1,2 3 
| F | 60 
, 29] Iu|eL |13 56 18 |o7 | 09 
F |14 5 
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Datum 


D 
HO 
D 5 
P 4 
A .6 
bn. 8 
Pb 10 


Charakter 


Ju 
Iu 


Iu 


Ju 


Phasen 


œ 
mg 


HE pur 


© © © 
H HT 


Ho © 


CET 


Zeiten 
(Greenwich) 


34,1 


13 14-19" 


14 48 
b7 


17 
49 


Perioden 


Sekunden 


Amplituden 


Bemerkungen 


uw 
0,5 Herd Neu-Guinea. 
Vertikalseismometer. 
e 
4 
15 
110 
140 
Ein paar schwache, lange 
Wellen. 
L 
45 
b 
Einige schwache, lange Wellen. 
Schwache, lange Wellen treten 
ab und zu aus der mikroseis- 
mischen Bewegung hervor. 
0,15 | Durch mikroseismische Bewe- 
gung beeinträchtigt. 
2 


12* 
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Datum 
Okt. 10 
10 
net 
he 
ee P 
2 1b 
, 16 


#4 
Ë 
ë 
& 
< 
©O 


Iu 


Tu 


Zeiten 
(Greenwich) 


b6 13 


Perioden 


Sekunden 


20 


12 


25 
22 


Amplituden 


0,5 


2,8 


12 
10 


10 


bb 


B,B 


Bemerkungen 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer durch Ar- : 
beiten im Erdbebenhaus gestürt. . 


Anfang und Ende unsicher in- - 
folge starker mikroseismischer : 
Bewegung. 


Betrieb von 15b—17h durch | 
Arbeïten im Erdbebenhaus ge- - 
stôrt. 


Datum 

| Okt. 17 
L.. 20 
D "20 
23 
» 24 
D 27 
77:25 


Charakter 


4 
| 


Ir 


Iv 


Hu 
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Phasen 


Rhwy HOREELvur 


Dry Mig h 


FO mn. 


Hipio © + 


Zeiten 
(Greenwich) 


12 


16 b2 b3 
53,8 
83 23 40 
ca. 4b. 
4 15 


14 51 4 
52 49 


b7 38 


Perioden 


Sekunden 


ca. 20 


Amplituden 
ÂE AN 
b u 
3 
40 45 
20 40 
15 2b 
2,5 
1,2 1,b 
0,05 
2 0,5 
3 1,2 
6 <3 
3 
14 
3,38 
3,2 
100 80 
75 120 
2,3 <3 
4 “5 
1 


181 


Bemerkungen 


Vertikalseismometer, 


Vertikalseismometer. 


Vertikalseismometer. 
Sehr schwach. 


Chodschent und Katta-Kurgan. 

Vertikalseismometer, die grüBte 

Ausweichung bei beiden Ein- 

sätzen etwa 9 später. 

Bei der Ost-West-Komponente 
tauchen schon etwas früher län- 
gere Wellen auf. Eine Welle 
von 30s ist erkennbar. 


Die Wellen langer Periode sind 
überlagert von kürzeren Wellen 


= —95). 


Aus der mikroseismischen Be- 
wegung tauchen schwache, lange 
Wellen auf. j 

Vertikalseismometer. Vielleicht 
schon etwas früher im 17 000 kg 
Pendel kleine Wellen. (Starke 
mikroseismische Bewegung.) 


182 
Datum É 
Fe. 
O 
Okt. 31| Iu 
Nov. 5| Iu 
» D/6| Iu 
: 8| Iu 
e 8| Tu 
: 91 I 
y 10] Iu 
s MAOPEY 


Zeiten 
(Greenwich) 


K. Zoeppritz, 


Perioden 


Sekunden 


1 


| 


Amplituden Bemerkungen 
AE | AN 
uw 
ë Vertikalseismometer. 
22 
15 
Vertikalseismometer. 
1,5 
c. 10 
2,5 b 
2 |25 
Vertikalseismometer. 
3 
2 b 
2,5 
Dem Ende des Bebens ist viel- 
leicht noch cin zweites überlagert. 
Einige schwache, lange Wellen. 
0,8 
1,5 3 
0,06 Gefühlt in Chiavari, Parma usw. 


P nicht erkennbar, weil das 
17 000 kg Pendel durch das Elek- 
trizitätswerk gestôrt ist. 


seismische Registrierungen in Güttingen im Jahre 1906. 183 


Le 
8 a : : É 
Dam # 2 Zeiten Perioden Amplituden Bemerkungen 
£ + (Grecnwich) 
© 


h m u u 
Nov. 12| Iu | iP |17 41 7 3 1 | <0 
S 48,1 6 0,3 1 
eL 55 à de Sehr unregelmäBige Wellen. 
M |18 28 79 10 |19 
F |19 
00 JS eL |18 14 
M 17,8 18 0,5 0,8 
F 40 
» 14} ul} il |1757 9 6 2,5 Vertikalseismometer. 
| x“ 18 A 14 6 e, fällt in die Stundenmarke. 
3 
| es 13,8 12 
S Ri 22,7 
23,8 22 8 
eL 37 50—42 30 Von 53m ab regelmäBige Sinus- 
M 58 24 40 40 |wellen, 
C 16—20 
F |20 30 
D, 15] Iu | eL | 3 48 
M 50 20 1 
F 4 10 
| 
D. 16! I | eL |21 9 11 0,25 | Ein paar sehr schwache, lange 
Wellen. 
D. 19! ITu e 7 36 45 Vertikalseismometer. 
| PR? 37 39 | 3—6 6 11 Der ue Einsatz von ” wird 
ist itt - 
. Ten Et pneu Riot een 
D an HE 19 9 6 Fest on aber noch von 
N Tifis und Triest. 
Per 47 15 | 9 
15 18 3,6 
S Ri b3 35 23 200 60 
e 57,8 
S Ra ? 59,8 Nicht deutlich zu erkennen, 
SR:?| 8 42 fällt vielleicht in die Stunden- 
i 4 36] 40 |} nicht | 200 |marke. 
| 6,3 60—70 |imebbar| 200 Es reihen sich einige sehr un- 
1 regelmäBige Wellen von etwa 1m 
\ Periode an. (Im 100 kg Pendel 
1 | weitaus Maximum.) 
eL |ca. 20 30 Vertikalseismometer. 
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Daitrs É ë Zeiten Perioden Amplituden Bemerkungeù 
S à (Greenwich) 
Sel Sekunden AE | AN 
h ms u u 
Nov. 19 M 33 22 20 -| 70 
Fortsetzung C | 15—18 
F |nach10ï10® 
Nov. 22| I eL | O 18 
48 16 1,6 1 
7,8 10 1 
F 
7 (en eL | 0 32 
M 34 15 0,6 
F 45 
SR A le © eL |ca. 92 20m Ein paar sebr schwache, lange 
Wellen. 
» 2b| Iu 11 “ 4 1 1,2 Vertikalseismometer. 
S 34 6 8 2,5 2 L sehr schwach. 
PS 35,3 8 3,b 
(e L 45) 
F |12 30 
ScO JL 1P | 916 37 
PR: 19,5 
S 26,6 9 6 2,5 
| eL 44? 
M 56,2 18 1,5 5] 
F |10 30 
Dez. 3J4| ILui iP |23 10 7 8 Sebr kräftig im Vertikalseis- 
6 7 3 | mometer. 
PR: 12 53 3 
S 18 45 10 b 30 
PS 19 36 6 
eL 26 45 60 
M 30 18 30 
C 12—16 
F | 020 
» 10] Iv| P |16 13 66 Nur im 17000 kg Pendel. 
L 58] 3ls 
» 12) I) eb.h:4 
M |5 62 14 1:07 
F _30 
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Es 
& a 
& s Zeiten Perioden Amplituden 
Datum S ä P Bemerkungen 
Ë & (Greenwich) Ê 
ke Sekunden ÂE | AN “2: 
u u 
Dez. 16| I e 
L 
F 19 11 14 
1 16) 14 1 Einige schwache, lange Wellen. 


Sehr schwache, lange Wellen. 


nt r I eL 
4e Ch Si e L 


In der Ost-West-Komponente 
des 1200 kg Pendels sind einige 
sehr schwache, lange Wellen er- 


kennbar. 
Hier. I 1P |21 18 59 Tonga-Archipel. 
1 194-538 Vertikalseismometer. 
S ? 
eL |22 21 13 
F 1923 20 Schwache, Jlange Wellen bis 
| 23h 20m, 
19} ITu}#1Pu) 11541 :19 { 3 Tonga-Archipel. 
12 2,5 7 Vertikalseismometer. 
SN 47,9 
8, | 484 } 12 1845 
e 2 15 | 50 40 Eine Gruppe von Wellen von 
etwa 1m l’eriode. 
| a Ca. 7 19 18 17 Vertikalseismometer. 
M: 48 19 30 20 
C 18 
F 4 20 
31 R 6) PE éP:1)8,22,2 
e 3,2 6 1,1 
M b,7 15 1,3 2,5 
M2 9,4 12 3 3 
F 20 
119 Iu | eL |19 15-40" Einige schwache, lange Wellen. 
» 22|Ilul iP |18 29 563 9 17 7 Semirtsehensk, Kopal. Verti- 
iPR 31 55 9 30 15 |'kalseismometer. 
PR: 82 46 9 15 4,5 
i 3b 27 9 10 3,b 
15 36 59 | ; 45 60 
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Datum e É Zeiten Perioden Amplituden Bémerkungen 
S à (Greenwich) 
A 
Sekunden AE | AN 
h m s u u 
Dez. 22 15 R1 40 5 9 15 25 
Forteetzung eL 41,7 60—40 eL nach dem Diagram des 
100 kg Pendels. 
Mi 48,2 21 650 | 700 Die Nord-Süd-Komponente des 
M: b2 15 400 | 500 |1200 kg Pendels schlägt einige 
C 19—17 Male an die Hemmung. 
F |21 40 
. 2%3| Iul iP | 713 29 
S ? 23 9 
eL 34 40 
M 43 27 4 17 Das Ende ist nicht aufge- 
zeichnet infolge Versagens der 
LACET CRE e 13 29,1 Zeitmarkierung. 
29,9 6 0,6 15E 
F 40 
» 23|Ilu| iP |17 33 26 12 1510 Das Vertikalseismometer zeigt 
PR: Dot 12 1} B |32m 24s den Einsatz kleiner 
PR: 36 Db2 Wellen und 32a 39s den starken 
iS 41 43 9 30 29 Haupteinsatz. 
18 
PS |ca. 42,7 
S R1 | ca. 47 
e L 57,2 30 Vertikalseismometer. 
Mi 59 30 45 60 
M2: |18 6,5 18 20 90 
C 1215 
F |20 20 


24| I L |ca. 7: 32m 13 


nr blu) a 60 æt7 Wenige schwache Wellen. 
PR: 10 B6 Herd: Grenze von Chile und 
:e 17 38 9 30 9 pen. 17000 kg Pendel, Verti- 
SR: 24,7 14 kalseismometer auBer Betricb, 
eL 39 30 15 8 
M 47 21 
F 8 
» 26| Iu | eL |18 47— Schwache, lange Wellen. 
19 10 
 AriEl eL | 6 50—7h| 10-12 | Einige schwache, lange Wellen. 
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Tafelerklärung. 


Fig. 1—6 geben die Phase der Hauptwellen wieder, und zwar 
von zwei Erdbeben (19. XII. 06 und 2. I. 07), die beide in der Nähe 
der Tongagruppe in der Südsee ihren Herd haben. Die ent- 
sprechenden Komponenten sind jeweils unter einander gesetzt, um 
zu Zzeigen, in welch weitgehendem Mafe die in etwa 16600 km 
Herdentfernung erhaltenen Kurvenaufzeichnungen beider Erbeben 
übereinstimmen. Auf einzelne, bei beiden Erdbeben in gleicher 
Weiïse auftretende Wellengruppen ist durch entsprechenden Hin- 
weis a, a; b, b; etc. aufmerksam gemacht. Sucht man nach einer 
Erklärung für die überraschende Uebereinstimmung der Haupt- 
phasen beider Erdbeben, so erscheint es hôchst unwahrscheinlich, 
daf der Verlauf des Erdbebens am Orte des Bebens selber in 
beiden Fällen während mindestens 830 Minuten soweit über- 
einstimmend gewesen sein sollte, daf er die Aehnlichkeit der 
beiden Gôttinger Diagramme verursacht hätte. Viel näher liegt es 
vielmehr anzunehmen, daf das komplizierte, bei beiden Erdbeben 
aber ziemlich übereinstimmende Bild der Haunptphase als eine 
Folge der Wellenausbreitung zu betrachten ist, ganz ähnlich, wie 
auch das Bild der Vorläufer mit seinen verschiedenen Einsätzen 
nicht durch den Bebenverlauf, sondern durch die Gesetze der 
Wellenausbreitung seinen eigentümlichen Charakter erhält. Etwas 
näher darauf eingehen werde ich in einer Arbeit, die gleichzeitig 
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen vorgelegt worden 
ist und demnächst erscheinen wird. 

Fig. 7 stellt die bebenartige Erschütterung dar, die in Güt- 
tingen durch die Explosion in Fort Montfaucon bei Besançon am 
16. September 1906 erzeugt worden ist. Die Figur selbst ist die 
Wiedergabe einer photographischen VergrôBerung, die von dem 
Diagram des 17000 kg Pendels hergestellt wurde. Es resultiert 
so im Ganzen cine 10000 fache Vergrôferung der Bodenbewegung. 
Die Zeitskala ist mit angegeben. Leider sind die Schwingungen 
zum Teil nicht mehr einzeln aufgelôst. 

Fig. 8 u. 9 stellen Vorphase und den Beginn der Hauptphase 
des innerasiatischen Bebens am 22. Dezember 1906 dar, und zwar 
die Registrierung der beiden Horizontalkomponenten des 1200 kg 
Pendels. Die beiden Diagramme kônnen als Typus der Aufzeich- 
nung eines Bebens aus ca. b000 km Herdentfernung gelten. Bei 
solchen Erdbeben treten die Einsätze der reflektierten Wellen- 
gruppen besonders deutlich hervor. 

Fig. 10 gibt einen Vergleich des ersten Einsatzes (P) der 
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direkten Longitudinalwellen und des darauf folgenden Einsatzes 
(P R1) der einmal an der Erdoberfläche reflektierten Longitudinal- 
wellen beim Karatagbeben 21. Oktober 1907, und zwar einen Ver- 
gleich der Aufzeichnungen dieses Bebens in Wien und in Güt- 
tingen. Fast genau übereinstimmende Bilder bieten auch die Auf- 
zeichnungen von Graz und Strafburg, die mir in freundlichster 
Weise zur Verfügung gestellt wurden') Die Nebeneinander- 
stellung zeigt aufs deutlichste, wie die besondere Form der Vor- 
derfront einer seismischen Stôrung, die durch den besonderen Ver- 
lauf des Auslôsangsvorgangs im Herd bedingt ist, bei gedämpft 
schwingenden Apparaten mit ähnlichen Apparatkonstanten zu fast 
ganz identischen Aufzeichnungen führt. Hierauf ist übrigens von 
verschiedenen Seiten wiederholt aufmerksam gemacht worden. Die 
Uebereinstimmung ist beim ersten Einsatz (P) deutlich bis zum dritten 
grôBeren Ausschlag zu verfolgen. Weiïiterhin verursacht scheints 
die verschiedene Lage der beiden Stationen zum Herd Abweïchungen 
der beiden Diagramme von einander, und es machen so an Stelle 
der Besonderheit des Bebenverlaufs die Eigentümlichkeiten der 
Wellenausbreitung über die Erdkugel sich geltend. Bei dem fol- 
genden Einsatz (P R1) kann man der Natur der Sache nach keine 
so weitgehende Uebereinstimmung erwarten, doch ist die Aebn- 
lichkeit der Aufzeichnung von Wien und Gôttingen auch hier 
noch unverkennbar. 

Fig. 11 ist eine ähnliche VergrôBerung wie Fig. 8, ebenfalls 
nach dem Diagram des 17000 kg Pendels, und zwar vom Rhein- 
länder Beben (Ems, Boppard etc.) am 1. September 1906. Auch 
hier ist die Bodenbewegung etwa 10000fach vergrüfert. 

Fig. 12 u. 13 geben das verwickelte Bild der Vorläuferphase 
bis in die Phase der Hauptwellen hinein wieder, wie es für Beben 
aus einer gewissen Herdentfernung charakteristisch ist. Das vor- 
legende Erdbeben wurde in Finschhafen gefühlt, hatte also in 
etwa 13600 km Entfernung von Gôttingen seinen Herd. Ueber 
den Ursprung der verschiedenen deutlich hervortretenden Einsätze 
wird man erst dann Sicherheit erlangen, wenn es müglich sein 
wird, von einem derartigen Beben Diagramme zu vergleichen etwa 
aus 9, 10, 11, 12, 13 und 14 Tausend km Herdentfernung, und 
zwar Diagramme, in denen die Schwingungen einzeln aufgelüst 
und die von binreichend vergrôBernden, gedämpft schwingenden 
Apparaten geliefert sind. 


1) Ich môchte nicht versäumen, an dieser Stelle den Herren H. Benndorf 
V. Conrad und C. Mainka verbindlichsten Dank für ihr Entgegenkommen auszu- 
sprechen. 


Ueber die Bestimmung von Vertex und Apex nach der 
Ellipsoidhypothese aus einer geringeren Anzahl 
beobachteter Eigenbewegungen. 


Von 


K. Schwarzschild. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Februar 1908. 


$ 1. In dem in diesen Nachrichten (7. Dez. 1907) erschienenen 
Aufsatz ,Über die Eigenbewegungen der Fixsterne“ wurde gezeigt, 
daf man die scheinbare Verteilung der Eigenbewegungen der Fix- 
sterne an der Sphäre durch Annahme einer ,ellipsoidischen“ Ver- 
teilung ihrer räumlichen Geschwindigkeiten darstellen kann, über 
welche sich dann noch der Einfluf der Eigenbewegung der Sonne 
lagert. Die Aufgabe, aus einer beobachteten Verteilung die Kon- 
stanten des ,Geschwindigkeitsellipsoids“ und die Eigenbewegung 
der Sonne abzuleiten, wurde dort für den Fall gelôst, daf man in 
einem begrenzten Himmelsareal mehrere hundert Sterne beobachteter 
Eigenbewegung zur Verfügung hat. Bei weiteren Untersuchungen 
erhob sich das Bedürfnis nach einem Verfahren, welches dieselbe 
Konstantenbestimmung auch bei spärlicherem Beobachtungsmaterial 
erlaubt. Es ergab sich die folgende Methode, die rechnerisch von 
äuBerster Einfachheit ist und infolge der Bequemlichkeit, mit der 
sie Vertex und Apex abzuleiten gestattet, der Ellipsoidhypothese 
in praktischer Hinsicht — abgesehen von jeder Erwägung über 
die etwaigen Vorzüge ihres ,unitarischen“ Charakters — zur 
Empfehlung gereichen kann. Die Bearbeitung der Eigenbewegungen 
der Bradley’schen und Porter’schen Sterne nach diesem Verfahren 
ist im Gange. 

$S 2. Man zerlege die auf die Sphäre projizierten Eigenbe- 
wegungen der Sterne eines begrenzten Himmelsareals in eine nach 
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dem Vertex gerichtete Komponente æ und eine dazu senkrechte y. 
Es sei , die Geschwindigkeit der Sonnenbewegung, 6 der Abstand 
des betreffenden Gebietes vom Apex, y, der Winkel zwischen den 
Richtungen nach dem Vertex und Apex. Ferner sei h — w,sine 
die auf die Himmelssphäre projizierte Komponente der Sonnenbe- 
wegung. Für die Häufgkeit einer Eigenbewegung der Kompo- 
nenten æ bis x + dx, y bis y + dy ergab sich dann die Formel (1. c. 
Gleichung (8)): 


(1) Wii D ru Comte 


wo a, b, k Konstante sind. : 

Es soll nun, wie früher: + = r cos y, = rsinq gesetzt 
und die Anzahl der Eigenbewegungen, welche in einen bestimmten 
Winkelraum 9 bis go’ fallen, untersucht werden, dabei soll indessen 
nicht ein sehr kleiner Winkelraum g'— m — dp behandelt werden, 
wie bei der früheren Methode, sondern es sollen die Eigenbe- 
wegungen aus grôüBeren Winkelräumen zusammengefaft werden. 
Denn wenn die Gesamtzahl der zur Verfügung stehenden Sterne 
gering ist, mu man zu grôfBern Winkelräumen greifen, um 
einigermafen verläfliche Häufigkeitsangaben zu erhalten. 

Welche Winkelräume nun im Speziellen zusammen zu fassen 
sind, wird entschieden aus dem rein formalen Gesichtspunkt, daf 
die Integration von W über den betreffenden Winkelraum einen 
. môglichst einfachen geschlossenen Ausdruck geben soll. Die ge- 
wünschte Einfachheit wird erreicht, wenn man für und q' zwei 
in Bezug auf die Ellipse: 


a (x + h cos p.) + b (y +h sin p,) — const. 


konjugierte Richtungen wählt. 
Solche konjugierte Richtungen ere bekanntlich bestimmt 
durch die Bedingung: 


LL) Rte bigp.tgp'+a—=0, 


wofür man unter Einführung des Dr No 6 auch schreiben 
kann: 


, 1% @ io. a , 
(3) te = WEteo, tg y = V2 tg 6 
tgo.tgo — —1, 6! — 90° + 6. 


Man führe schiefwinklige Koordinate £, 7 ein durch die Glei- 
chungen: 


= .2 Vu cos o+yVb sind, n — -x Va sino+yVb cos a. 


UE : 
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Man erkennt mit Hülfe der Gleichungen (3) sofort, daB die £-Axe 
(n = 0) die Richtung y und die 7-Axe (£ — 0) die Richtung o' 
bat, da also konjugierte Richtungen zu Axen gewählt sind. Er- 
setzt man in W die rechtwinkligen durch die schiefwinkligen 
Koordinaten, so erhält man als Häufigkeit einer Eigenbewegung der 
schiefwinkligen Komponenten Ë bis Ë + dé, n bis 7 + dn: 


- k —(E+u) —(n+ 7} 
West e dE dn, 
Vab Ê édn 


wobei zur Abkürzung: 
u — h( Va cos p, cos o+ VD sin ÿ, Sin 6) 
v = h(— Va cos y, sin 6 + Vb sin ÿ, cos 6) 
gesetzt ist. Führt man noch die Hülfsgrôfen » und 6, ein durch: 
(4) m cos 6, = Vacosp, msine, — Vbsiny,, 
so schreiben sich u und v einfacher: 
(b) u = hmcos(o,— 6), v — hmsin (6, — 6). 


Um die Anzahl ZL aller im Winkelraum w, y’ liegenden Eigenbe- 
wegungen zu erhalten, hat man offenbar W' von £ = 0 bis £ — oo 
und von 9 = 0 bis 9 — c zu integrieren. Das entstehende In- 
tegral läBt sich sofort auf das Wabrscheinlichkeitsintegral 


v (x) ls" dx 


zurückführen. Es folgt nämlich durch einfache Zerlegung des 
Integrationsintervalls in Rücksicht darauf, daf v (co) = 1 ist: 


LL 1 


k 
D 


1—v(u)] [1 —v(v)]. 


Hiermit ist die Anzahl der zwischen zwei konju- 
gierten Richtungen y und w' eingeschlossenen Eigen- 
bewegungen gegeben. 

Man sieht unmittelbar, daB man durch blofe Vorzeichenver- 
tauschung von # und » auch die Anzahlen für die drei übrigen 
durch die Ganzstrahlen @ und w' begrenzten Winkelräume erhält, 


k 
und zwar findet sich folgende Zusammenstellung ( ie re) 
a 
Egl, Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-pbys. Klasso. 1908. Heft 2. 13 
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Winkelraum Anzahl 
œ bis y L, = c[1—v(u)] [1 —v(»)] 
(6) g'bisp+180  Z, = e[1+v(u)][1—v(v)] 


p + 180° bis p' + 180° L, = c[1+v(u)] [1+v(v)] 
œ" + 180° bis y L, = c[1—-v(u)][1+v(r)] 
Es ergibt sich daraus der einfache Sat Z: 
(7) LL = 1,14 


oder in Worten: 

»Zählt man die Anzahlen von Eigenbewegungen 
ab, welche in die vier durch zwei konjugierte Rich- 
tungen begrenzten Winkelräume fallen, so sind die 
beiden Produkte aus den Anzahlen je zweier einander 
gegenüberliegender Winkelräume gleich.“ 

Man sieht, daB es auf Grund dieses Satzes immer leicht müg- 
lich sein muB, konjugierte Richtungen für die Geschwindigkeits- 
ellipse aufzufinden, und wenn erst konjugierte Richtungen bekannt 
sind, bietet die Ableitung der gesuchten Konstanten selbst, wie sich 
alsbald zeigt, keine Schwierigkeit mebr. 

Aus (6) ergeben sich noch die später zu benutzenden Rela- 
tionen : 


VERS TE PS TRE E LL L 1. 

AL E Ent PRET a RS SE ASE PSE HE 5 

@) LL, LE, L,+L,-—L,-L, 
PPT D mere Lutter 


Es sind ferner noch Spezialfälle hervorzuheben: 

1) g = y,, &-Axe in Richtung nach dem Apex. 
In diesem Falle folgt: 
(9) dd, v= 0, ue bn =, L srl" 1] 
und daraus: 

L,+L, = L,+L, 

Dies ist die von vorne weg ersichtliche Eigenschaft der Rich- 
tung nach dem Apex, da zu beiden Seiten dieser 
Richtung gleich viel Eigenbewegungen liegen. 

2) @—d4—0. Die Ë£- und -Axe fallen mit den 
Hauptaxen der Ellipse zusammen. Die t-Axe, der die 


grôBere Axe der Ellipse entsprechen môge, gibt die Richtung 
nach dem Vertex. Es folgt natürlich g' — 90° und ferner: 
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(10) u = hVa cosy, v = hVbsiny.. 
$ 3. Auf Grund der hier entwickelten Beziehungen ergibt 
sich folgender bequemer Weg der Konstantenbestimmung. 


Die Richtung der grofien Axe der Ellipse müge den Positions- 
winkel 9, haben, und es sei: 


(11) p= D —Ÿ,, p = 9 —5,, Po —= Di — Dos 


sodaB 9 und #’ die Positionswinkel zweier konjugierter Richtungen 
sind und #, der Positionswinkel der Richtung nach dem Apex ist. 

Man lege ein rechtwinkliges drehbar gedachtes Axenkreuz 
durch den Nullpunkt. Die Lage des Axenkreuzes werde immer 
durch den Positionswinkel & der einen Axe charakterisiert. Man 
zähle ab, wieviel Eigenbewegungen in jeden der Quadranten des 
Axenkreuzes fallen, indem man die Quadranten im Sinne wachsen- 
der $# nummeriert. Die Anzahlen seien: 


a ir 


Diese Abzählung führe man für alle môglichen Lagen des Axen- 
kreuzes aus (in Praxis etwa von 10° zu 10° wachsende Werte von 
9). Die Anzahlen / erscheinen dann als Funktionen von #8. Man 
suche nun erstens diejenigen Werte von ®, für welche 

(12) L +1, = l,+1, 

ist. Es gibt zwei um 180° verschiedene Werte, für welche diese 
Bedingung erfüllt ist. Davon gibt, wie leicht zu sehn, diejenige 
die Richtung #, nach dem Apex, für welche {, > 1,1, > 1, 
ist. Man suche zweitens diejenigen Werte von ®, für welche 


(13) je. 


ist. Jede solche Richtung # hat offenbar die Eigenschaft, daB sie zu 
ihrer Normalen konjugiert ist, da von vorneweg die Anzahlen 
zwischen senkrecht aufeinander stehenden Richtungen abgezählt 
wurden und nun speziell diejenigen orthogonalen Richtungen heraus- 
gesucht sind, welche die Bedingung (7) des Konjugiertseins er- 
füllen. Da aber konjugierte Richtungen, welche zugleich normal 
zu einander stehen, die Hauptaxen der Ellipse sind, so hat man 
damit die Richtung der Hauptaxen herausgefunden. 
Man wähle eine beliebige dieser Richtungen aus und bezeichne 
sie vorläufig mit #,, wobei wir uns vorstellen wollen, daB diese 
Richtung grade der grüBeren Axe der Ellipse entspricht, also nach 
dem Vertex gerichtet ist. Die Anzahlen in den vier von ©, aus 
gezählten Quadranten mügen die speziellen Werte: l, —4,, 1, —k,, 
13* 
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1, = 4%, (= k, haben, wobei also gemäB der Bestimmung von 9,: 
k.k, = k,-k, ist. In diesem Falle rechtwinkliger und zugleich 
konjugierter Durchmesser sind die Anzahlen Æ auch mit den oben 
L genannten Zahlen identisch. Die GrôBe der Hauptaxen findet 
man daher nach den Formeln (8) und (10) so: 
Man rechne: 

k,—k,+k,—k, __k,—k,+Ek,—Rk, 

(14) v (us) DE RH +R +E" v(v) En HAT FE, 


und entnehme daraus mit Hülfe einer Tabelle des Wahrschein- 
lichkeitsintegrales die Werte u, und »,. Dann hat man nach (10): 


Er as bo D ee Vo 
nee COS Ps ? Hs sin ÿ, 
wobei : 
Po —= Vi — Vo 


ist. Bezeichnet man, wie in dem früheren Aufsatz, die Halbaxen 
der Ellipse mit a und B, so ist also: 
(15) æ __ Cosp, BP __ sm Po. 


Mk He DEA Vo 
Stellt sich hier heraus, daf + ne ist, so war die Wahl von 9, 


richtig getroffen. Ergibt sich aber _ le so hat man #, um 90° 


zu vermehren, um die Richtung nach dem Vertex zu erhalten, und 
im übrigen nur die erhaltenen Werte von « und B zu vertauschen. 
œ 
.. h 

aber k noch selbst kennen in Ubereinstimmung mit den in dem 
früheren Aufsatz getroffenen Festsetzungen, so beachte man, daf 
sich für die Gesamtzahl der Eigenbewegungen N nach (6) ergibt: 
ak 

— = 7h 

Vab sl 


Nach der früheren Festsetzung (1. c. G1. (11)) ist: 


Im allgemeinen genügt die Kenntnis von — und 2 will man 


NL Hi +L4Lie= 


Lete R? (a cos °p, + h sin *po) En et + 4e 


RE zapen + % 
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Nu,v, e— Bo? — %0? x }° 
. , 

% COS y, Sin p, 
womit k gegeben ist. 

Damit ist die Aufgabe der Konstantenbestimmung erledigt. 

$ 4 Die vorstehende Methode versagt nur in dem einen 
Fall, daf die Richtung nach dem Apex mit einer der Hauptaxen 
der Ellipse nahe zusammenfällt. Dann werden in + oder in L 
Zähler und Nenner gleichzeitig sehr klein und die Grüfe der einen, 
nämlich der senkrecht zur Apexrichtung liegenden, Axe der Ellipse 
wird unbestimmt. Man muf dann ein Paar anderer konjugierter 
Durchmesser zur Hülfe nehmen. Man wähle einen beliebigen Po- 
sitionswinkel #, am besten einen, für den tg (9 — 9,) nahe gleich dem 


vorher erhaltenen Werte von < ist, und suche die konjugierte 


Richtung 8’. Dies geschieht in folgender Weiïise, Die Gleichung 
(7) läBt sich so schreiben: 


L L +L 
1 best UE A Tan | 2 
a? ENODIATU 


L, + L, ist die Zahl der zwischen # und # + 180° liegenden Eigen- 
bewegungen, Z,+ZL, die der zwischen 8 + 180° und # liegenden. 
Beide Zahlen sind unmittelbar mit # gegeben. Man muf nun der 
Reïhe nach verschiedene Richtungen 9’ probieren, indem man für 
sie die Anzahl der Eigenbewegungen, welche zwischen & und 9 
liegt (L,), und die Anzahl zwischen 8’ —180° und #(Z,) abzählt, 
und durch Interpolation diejenige Richtung 9’ bestimmt, für welche 
das durch (17) gegebene Verhältnis £. stattfindet. Sind so kon- 
jugierte Richtungen & und 9’ gefunden, so folgt noch (2) und (11): 


(18) BE = tg(9— 8) tg (9-9), 
womit das gewünschte Verhältnis FL bestimmt ist. 

8 5. Beispiel. Für ein Areal, das im ganzen 91 Sterne 
enthielt, ergab sich folgende Verteilung J der Eigenbewegungen 
auf je 10° Positionswinkel, wobei unter # immer der Anfang des 
Intervalls angegeben ist. 
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0° 10] 902/01180°| 13 12709 0 
10 111100 131190! 6 |280 |4 
20 111110131200! 3 |290 |2 
80 121120 21210 | 1 |300 0 
40 111130 121220) 1 |310 1 
50 |11140 171230! 3 |320 |2 
60, 101150 161240! 2 |330 | 4 
70 |0}160 121250] O |340 3 
80 101170181260! 1 |350 6 


Es wurden nun die Anzahlen von Eigenbewegungen abgezählt, die 
in die 4 Quadranten eines rechtwinkligen Axenkreuzes fielen, 
dessen eine Axe durch den Positionswinkel & festgelegt ist. Die 
erste Zeile der folgenden Tabelle gibt demgemäB die Anzahlen für 
die Winkelräume 0°—90°, 90°—1809, 180°—270!, 2709—0°, die 
zweite Zeile für 100—1009, 100°—190°, 1902—280°, 2809—100 u. s. w. 
Hiermit wurde dann /,+1/,—1,—1, und /,-1,:1,.1, gebildet. Es 


DL ete nl) Dal t ee 
0°! 6 33 30 22 — 12 0.25 
10 | 6 46 17 22 +18 0.10 
20 | 8 49 15 19 + 93 0.13 
30 | 10 49 14 18 #97 0.16 
40 | 10 48 13 20 + 25 0.13 
50 | 11 47 13 20 + 25 0.15 
60 | 17 43 12 19 + 29 0.25 
70123 39 14 15 + 83 0.55 
80 | 25 37 17 12 + 38 0.96 
90 | 33 30 22 6 + 35 4.0 
100 | 46 17 22 6 + 85 9.9 
110 | 49 15 19 8 +87 7.8 
120 | 49 14 18 10 + 35 6.3 
130 | 48 13 20 10 +81 7.5 
140 | 47 13 20 11 + 29 6.6 
150 | 43 12 19 17 +19 4.0 
160 | 39 14 15 23 +16 1.82 
170./:37 17.12.25 7 1.05 


genügt, + die Werte von 0°--180° durchlaufen zu lassen, da bei 
Vermehrung von 4 um 180° erstere GrüBe nur ihr Vorzeichen 


> : a LA . 
wechselt, letztere unverändert bleibt. Für F L würde die Ta- 
dr 
belle bis zu 90° schon ausreichen, da diese Grüfe bei Vermehrung 
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von # um 90° den reziproken Wert annimmt. Man findet durch 
Interpolation, daf 1, +7,—71,—1, verschwindet für: 

9 = 9, = 8, 
Dies — und nicht 183° — ist die Richtang nach dem Apex, weil 


die Bedingung 1, (= 6) <1,(— 27) und !,(— 22) <1,(— 40) er- 
fült ist. Ferner findet man durch Interpolation der Logarithmen 


| Li . 
von 1 daf diese Grôfe für # — 8, — 80° durch 1 geht, und 
die Anzahlen ! nehmen für dieses & die speziellen Werte an: 
9, — 80°: 4, — 26, k, — 87, K, — 17, k, — 12. 
Damit folgt: 


Pois Ÿ, KT Ÿ = —10 
Le k,—k,+k,—k, a. ER 
v(u) = NS 0.187, uw, — 0.167 


un k,+k.—k,—k, es ES 
v() — RE RG = — 0.362, », = — 0.333 


und hiermit: 


PRET TIRE BP _ snp _ 

à LE 1.3b, Vo Bi En 2.92. 
Man sieht, daf sich B=—« ergeben hat. Es sind daher « und B 
zu vertauschen und es ist 9, um 90° zu vermehren, sodaf das 
Endresultat wird: 


5, = 170°, 9, = 9, € — 292, À = 135 dire 


ù a ÿ 

Éschlecht be- 
stimmt ist, wird es gut sein, auch noch das Kontrollverfahren mit 
Hülfe zweier beliebiger konjugierter Durchmesser anzuwenden. 
Ich wähle als Ausgangsrichtung 9 = 20°, da dann tg = tg (9—#,) 


— "0.58 wird, nicht allzuwett von dem Wert Ê = Did ent 


Da hier 9, und #, + 180° nahe zusammenfallen und 


Es folgt dann: 


L, + L, (Anzahl der E.-B. zwischen 20° und 200° =57 L,+L, 
L,+L.( », Da. n  200° , 209=84 L,+L, 


Ich stelle nun einige Versuche mit verschiedenen 8 an: 


= 1.67 
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Anzahl der E. B. zwischen 20°und 140°)=15 Z 
1) 9 = 140 À : Li 093 
) LAPS SES MN 020 y MI AU js IGuL; 
' o L,( » » » ” 20° , 1507) — 22 L, ee 
2) 9'— —=160; Las “me TF0 25e 20) = 14 Le 1.b7 
' TR ) ” » 20° , 160°) — 28 L, ss 
3) 9 — —=160° ; AT ORS A = 840 , 20)—10 Z, — 2,80 


Durch Interpolation findet sich, daB ë- den gewünschten Wert 
4 


1.67 annimmt für: 
@. == 1061°, 
Es ist daher: 
9—9, — 20°—170° — 210°, 9'— 9, — 151°—170° — 341", 
und damit nach (18): 


PRE OS, 
a 
soda die definitiven Werte der Konstanten sind: 


29, À = 292.045 = 130. 


Regiestrierungen des spezifischen Leitvermôügens 
der atmosphärischen Luft. 


Von 
H. Schering. 


Vorgelegt in der Sitzung am 27. Juli 1907 durch Herrn E. Wiechert. 


Vorwort. 


Die früheren Versuche!) über die absolute Messung des spez. 
Leitvermôügens der atmosphärischen Luft weiterführend, beabsich- 
tigte ich die Abhängigkeit der Leitfähigkeit von den meteorologi- 
schen Elementen durch Registrierung zu untersuchen. Im August 
1905 verlieB ich aber nach Ausführung der ersten Registrierungen 
Gôttingen, um zur physikalisch-technischen Reichsanstalt nach 
Charlottenburg überzusiedeln; Ostern 1906 konnte ich während 
eines kurzen Urläubes noch einige Versuche anstellen, dank der 
Freundlichkeit Herrn Professor Wiecherts, der das Stehenbleiben 
der Anordnung gestattet hatte. Da mir die Ausführung einer 
Registrierung über eine längere Zeit hin nicht môglich ist, will 
ich im Folgenden die Anordnung und die damit gemachten Er- 
fahrungen mitteilen. 

Die Kosten der Untersuchung wurden von der Kgl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gôttingen bestritten. 

Um das spez. Leitvermôügen aus den sogenannten Zerstreuungs- 
messungen berechnen zu kônnen, muB der Strom in den Zerstreu- 
ungskôrper weit von der Sättigung sein, er muB das Ohmsche 
Gesetz befolgen: ,Ohmscher Strom“. Dann ist bei beliebig gestal- 
teten Zerstreuungskôrper die unipolare Leitfähigkeit 1: 


1) H. Schering. Ann. d. Phys. Bd. 20. S. 174. 1906. 
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CEE RE 2 


À = upe bezw. vne = 


wobei bedeutet 

u bezw. v die spez. Ionengeschwindigkeïit der positiven bezw. 
negativen Ionen, 

p bezw. n die spez. Ionendichte, : 

e die spez. Ionenladung, 

V das Potential des Zerstreuungskôrpers zur Zeit #, 

Z die Kapazität des Zerstreuungskôrpers, 

C die Kapazität des Elektroskopes. 

Zur Erzielung des Ohmschen Stromes muB der Abstand der 
beiden Elektroden von einander d.h. des Zerstreuungskôrpers von 
den ihn umgebenden geerdeten Gegenständen, so grof sein, daf 
bei den verwendeten Potentialdifferenzen das elektrische Feld nur 
wenig lonen aus den Raumteilen fortführt im Verhältnis zu den 
darin vorhandenen Ionen. 

Die damals benutzte Anordnung bestand aus einer isoliert 
aufgehängten Kugel von 5 em Radius, die mit dem Blättchenträger 
des senkrecht darunter stehenden Elektroskopes durch einen dünnen 
etwa 50 cm langen Draht verbunden war. Die Kugel und der 
Draht bilden zusammen den Zerstreuungskôürper, die Zimmerwände 
oder die Decke und Stützen eines Balkons nebst dem Elektro- 
skopgehäuse bilden die andere geendete Elektrode. 

Da bei dieser Anordnung der Strom das Ohmsche Gesetz 
befolgte, wurde dadurch bewiesen, daB die Charakteristik mit der 
Spannung als Abszisse und der Spannungsabnahme in der Zeit- 
einheit als Ordinate eine Gerade durch den Nullpunkt war. Der 
Sättigungsstrom im Elektroskop war verschwindend klein gegen- 
über dem Ohmschen Strom. Ferner wurden die Angaben dieser 
Anordnung durch Lufthbewegung nicht geändert, während bei vor- 
handener Sättigung die Spannungsabnahme in der Zeiteinheit 
durch Luftbewegung zunehmen mufñ. 

Aus einigen Reïhen gleichzeitiger Messungen der Leitfähig- 
keit mit diesem Zerstreuungsapparat und der spez. Ionendichte 
mit dem Ebert-Gerdienschen Ionenaspirator ergaben sich Ionen- 
geschwindigkeiten von 0,85 bis 1,04 cm/sec. für positive, und 0,96 
bis 1,80 cm/sec. für negative Ionen (berechnet für ein Feld von 
1 Volt;em). Werte, wie sie weiterhin auch Mache und Schweidler!) 
nach der Macheschen Methode gefunden haben. 

Da bei dem Elster-Geitelschen Apparat ein beträchtlicher Teil 


1) Mache u. Schweiïdler, Phys. Ztschr. 6. S,71—73. 1905. 
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des Stromes gesättigt ist, mu bei ihm der sogenannte Zerstreu- 
ungskoeffizient, der prozentuale Ladungsverlust des Zerstreuungs- 
kôrpers in der Minute, zu klein ausfallen, Bei der neuen Anord- 
nung wurden Zerstreuungskoeffizienten von 5 bis 10% im Durch- 
schnitt gefunden, eine Messung beanspruchte nur etwa 5 Minuten !). 
Leider hat die neue Anordnung einen grofen Vorteil der Elster- 
Geitelschen verloren, die kompendiüse Form; es ist nicht ge- 
lungen einen leicht transportablen Apparat zusammenzustellen. 
Der Gerdiensche Aspirationsapparat für Leitfähigkeitsmessungen ?) 
in seiner neuen Form bat sich unter den schwierigsten Verhält- 
nissen, bei Ballonfahrten, so vorzüglich bewährt, daf ein Bedürf- 
nis für einen anderen Reiseapparat, soweit er die Beobachtungs- 
zeit nicht noch weiter beträchtlich verkürzt, wohl auch nicht 
vorliegt. 


I. Zerstreuungs-Apparat. 

Anordnung des Zerstreuungskôrpers. Als Sta- 
tionsapparat aber dürfte sich die neue Anordnung wegen ihrer 
groBen Einfachheit und Unabhängigkeit von äusseren Einflüssen 
gut eignen, besonders auch zur Registrierung der Leitfähigkeit. 
Hier kônnen die Dimensionen des Zerstreuungskôrpers ohne 
Schwierigkeiten gro gewählt werden. Die Isolationsverluste 
machen sich dann weniger geltend. 

Folgende Anordnung erwies sich als zweckmäBig. Als Zer- 
streuungskôrper dient ein dünner horizontal ausgespannter Draht, 
das Feld eines solchen wird durch in die Nähe gebrachte geerdete 
Gegenstände wenig beeinträchtigt; als andere Elektrode und gleich- 
zeitig zum Schutz gegen das Erdfeld umbhüllt ihn ein weiter konzen- 
trischer Cylinder aus Drahtnetz. Wie notwendig ein guter Schutz 
gegen das Erdfeld ist, zeigt das zwar selbstverständliche aber 
recht instruktive Ergebnis folgenden Versuches. Im Freien wurde 
zwischen zwei Pfählen ein 25m langer dünner Draht in etwa 
2 m über dem Boden isoliert ausgespannt und durch einen 1m 
langen dünnen Draht mit dem darunter stehenden Elektroskop 
verbunden. Bei positiver Ladung auf 140 Volt war der Ladungs- 
verlust sehr klein, bei negativer Ladung dagegen betrug derselbe 
etwa 10 ‘Jo in der Minute, während gleichzeitige Messungen auf 


1) Bei den in der zitierten Arbeit angeführten Messungen wurde die Zeit 
durch VergrôBern der Kapazität des Elektroskopes absichtlich auf die für den 
Ionenaspirator notwendige Beobachtungszeit verlängert, 

2) H. Gerdien. Nachrichten d. K. Ges. d. Wiss. zu Gôüttingen. Math.-phys. 
Klasse 1905. Heft 3. Z. f. Instrumentenkunde 26. S. 84. 1906. 
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dem ganz in der Nähe befindlichen Balkon ziemlich gleiche posi- 
tive und negative unipolare Leitfäbigkeiten ergaben; der ausge- 
spannte Draht befand sich eben in einer Potentialfläche des Erd- 
feldes von etwa + 140 Volt. 

Elektrometer. Zunächst war festzustellen, wie weit der 
Abstand des Drahtnetzzylinders von dem Zerstreuungsdraht sein 
mufte, damit der Strom nicht gesättigt wurde. Zu diesen und 
den späteren Versuchen benutzte ich ein Elster-Geiïtelsches Qua- 
drantenelektrometer, an dem für die vorliegenden Zwecke einige 
Aenderungen vorgenommen waren (Figur 1). Die Quadranten 
lagen an einer Hülfsbatterie, 
deren Mitte und das Gehäuse 
an Erde, die Nadel an der 
zu messenden Spannung. Um 
die Kapazität der Nadel 
môglichst  herabzudrücken, 
wurde die Dämpfang von 
der Nadel isoliert und der 
Aufhängungskopf stark ver- 
kleinert. Beide Isolationen 
wurden aus Hartgummi mit 
tiefen schmalen Nuten herge- 
stellt; die der Aufhängung 
wurde noch mit einem bis auf 
1/ mm schliefenden Messing- 
rohr umgeben, um die Luft- 
zirkulation in die Nuten zu 
erschweren (siehe Fig.). Die 
Kapazität des so veränderten 
Elektrometers wurde mit der 
früber erwäbnten Kugel von 
5cm Radius und dem 50cm 
langen dünnen Drahtzu 11,1cm, 
- ferner mit einem Cylinderkon- 

H-Hartgumm densator zu 11,0 cm durch La- 

Figur 1. dungsteilung bestimmt. Der 
Verlust im Elektrometer betrug etwa 4 Volt in der Stunde. 

/. Einfluf des Schutzdrahtnetzes auf den Strom- 
verlauf. Die Untersuchungen über die Beeinflussung des Stromes 
durch das Schutzdrahtnetz muften im Zimmer vorgenommen werden, 
da im Freien die Leitfähigkeit der Luft nicht lange genug kon- 
stant bleibt. Zunächst wurde ein 3 m langer und 0,14 mm starker 
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Draht zwischen dem Elektrometer und einem Hartgummiisolator 
horizontal etwa 1,20 m über dem Boden ausgespannt und alle Ge- 
genstände aus der Umgebung des Drahtes entfernt. Die Empfind- 
lichkeit des Elektrometers betrug 0,604 Volt für 1 Skalenteil. Der 
Draht wurde auf 300 Volt geladen; die Spannung war etwa 3mal 
grüBer als sie später zu den Leitfähigkeitsmessungen benutzt werden 
sollte, etwaige Abweichungen vom Ohmschen Stromverlauf muften 
sich bei den hüheren Spannungen dann besonders bemerklich machen. 
Mit einer Springuhr wurde die Zeit, in der das Elektrometer um 
20 oder 10 Skalenteile sank, gemessen und aus den Spannungsab- 
nahmen in der Sekunde und den zugehôürigen mittleren Spannungen 
die Charakteristik gezeichnet. Um die Dauer einer solchen Mes- 
sungsreihe abzukürzen und sich von den stets vorhandenen lang- 
samen Aenderungen der Leitfähigkeit im Zimmer unabhängig zu 
machen, wurde nach der Bestimmung eines Punktes der Charakteristik 
der Draht durch einen darangehaltenen Papierstreifen um etwa 
60 Volt entladen und wieder eine Messung ausgeführt und so fort, 
soda 4 Punkte in hôchstens 6 Minuten bestimmt wurden. 

Die so ermittelten Punkte lagen stets auf einer Geraden durch 
den Koordinatenanfangspunkt, der Strom an dem frei ausgespannten 
Draht ist also Ohmscher Strom. 

Der Draht wurde dann mit einem geerdeten koaxialen Cylinder 
von 36 cm Durchmesser umgeben, der von sechs 1 mm starken par- 
allel ausgespannten Drähten gebildet wurde; oberhalb 70 Volt 
krümmte sich die Charakteristik mit zunehmender Spannung nach 
der Abszissenaxe zu, der Strom ist oberhalb 70 Volt also teilweise 
gesättigt. 

Darauf wurde ein koaxialer geerdeter Cylinder von 100 cm 
Durchmesser aus 30 parallel gespannten Drähten bestehend herge- 
stellt. Bei dieser Anordnung war die Charakteristik des Stromes 
von 300 Volt abwärts wieder eine Gerade durch den Nullpunkt. 
Der Strom ist also Ohmscher Strom. 

Aufbau des Zerstreuungssystems im Freien. Auf 
der Meteorologischen Wiese des Geophysikalischen Institutes wurde 
nach diesen Erfahrungen an die ,Luftelektrische Hütte“ nach 
Norden zu eine Art Laubengang von 20m Länge aus Drahtge- 
flecht gebaut, der so hoch war, daB man sich darin noch bequem 
bewegen konnte. Pfahljoche von etwa 1,90 m Hôhe und 1,50 m 
Breite wurden in den Boden gerammt und oben und an den Seiten 
mit 1,50 m breitem Drahtgeflecht mit 6eckigen Maschen von 6 cm 
Weite bespannt. Das Drahtnetz war mit der Erdleitung der luft- 
elektrischen Hütte, einem in den Boden eingegrabenen Draht ver- 
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bunden ; die Maschenweite wurde so grof gewählt, um eine môglichst 
geringe Ionenadsorption am Drahtnetz zu haben. 

Am Ende des Ganges etwa 1/2: m von der abschliefenden Draht- 
wand entfernt wurde auf einem Pfahl in etwa 1 m Hôühe über dem 
Boden eine gegen schnelle Temperaturschwankungen durch Holz- 
packung geschützte Isolation aus Hartgummi aufgestellt. (Siehe 
Fig. 2.) Bei den Registrierungen im August 1905) war noch nicht 
der Deckel D angebracht; des Nachts und bei plôtzlichen Regen- 
fällen versagte die Isolation für einige Stunden, das an den Na- 
deln aufgespiefte Natrium Na wurde ziemlich schnell verbraucht. 
Um die Luftzirkulation im Innern zu erschweren wurde Ostern 
1906 der Deckel angebracht, der mit seinem Rand in zwei Ringe 
eingreift ohne sie zu berühren. Vor der Benutzung wurde der 
Isolator für sich 12 Tage lang im Freien geprüft, indem er auf- 
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Figur 2. 


geladen und am anderen Tage die noch vorhandene Ladung ge- 
messen wurde. Er hielt sich tadellos, das Natrium wurde sebr 
wenig oxydiert. Eine zweite ähnliche Isolation ohne Holzpackung 
befand sich im Inneren der Hütte, ein etwa 40 cm langes und 4cm 
weites Messingrohr führte durch die Wand der Hütte nach aufen. 
Zwischen diesen beiden IJsolationen wurde der 0,140 mm starke 
Zerstreuungsdraht ausgespannt, soda er das Messingrobr nicht be- 
rübrte und in der Mitte des Ganges hing. 

Schirmwirkung des Drahtnetzes. Mit Hülfe von Po- 
loniumsonden und Wasserspritzkollektoren wurde untersucht, in- 


1) Mitte August verlieB ich Güttingen, die Registrierungen Ostern 1906 
wurden wäbrend eines Urlaubes ausgeführt. 

2) Der Isolator ist von der Firma Spindler u. Hoyer Gôttingen angefertigt, 
seine Kapazität betrug etwa 8 cm, 
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wieweit das weitmaschige Drahtnetz das Erdfeld abschirmte. Die 
Spritzkollektoren bestanden aus einem starkwandigen Wasser- 
reservoir von 7 em Hôühe und 4,5cm Durchmesser, das mit einer 
verschraubbaren Einfüllô‘fnung, einem Fahrradventil und einem ca. 
35 cm langen horizontalen AusfluBrobr versehen war, am Ende 
Ende des Ausflufirohres sass eine Kappe mit einem Boden aus 
Kupferfolie, der eine sehr feine Oeffnung in der Mitte bhatte. 
Das Reservoir wurde zur Hälfte mit filtriertem Wasser gefüllt 
und die Luft in ihm mit einer Fahrradpumpe stark komprimiert, 
das Wasser spritzte dann in einem sebr feinen Sprühregen in 
5—10 Minuten aus. Die vierkantige Kappe konnte mit einem 
Schlüssel abgeschraubt und gegen eine andere ausgetauscht werden, 
wenn sich das feine Loch einmal verstopfte. 

Der Spritzkollektor bezw. die Poloniumsonde wurde auf einen 
Hartgummistab gesteckt und mit dem Quadrantenelektrometer, das 
auf eine Empfndlichkeit von 20 Skalenteïlen für 1 Volt gebracht 
war, verbunden; das Gehäuse des Elektrometers und die Mitte der 
Hülfsbatterie waren mit dem Drahtnetz und der Erdleitung ver- 
bunden. Nachdem der Hartgummistab über einer Flamme von 
Reïbungselektrizität befreit war, wurde das Innere des Drahtnetz- 
ganges sondiert, es zeigte sich, daf das Erdfeld vollständig 
genügend abgeschirmt war; nur durch die Maschen des oberen 


* Drahtnetzes bogen sich die Potentialflächen des Erdfeldes ein 


wenig hinein, etwa 5 em unterhalb einer Masche betrug das Potential 
etwas über + 1/10 Volt; auBerhalb des Drahtnetzes wurde ein Ge- 
fälle von etwa + 80 Volt pro Meter gemessen. Das Drahtgeflecht 
an den Seiten reichte, da es nur 1,50 m breit war, nicht bis an 
den Boden; aber auch hier wurde festgestellt, dass die Potential- 
flächen des Erdfeldes nicht tiefer eindrangen. 

Leitfähigkeit innerhalb und auBerhalb des Schutz- 
netzes. Um zu ermitteln, ob das Drahtnetz die lonendichte im 
Inneren beeinflufte, wurden gleichzeitig Messungen mit dem Aspi- 
rations-Leitfähigkeitsapparat, den mir Herr Dr. Gerdien in licbens- 
würdiger Weise zur Verfügung stellte, auferhalb des Drahtnetzes 
und Zerstreuungsmessungen mit der Kugel bezw. mit einem aus- 
gespannten Drahte innerhalb des Drahtnetzes vorgenommen. Die 
mit dem Gerdienschen Apparat gefundenen Werte waren im Durch- 
schnitt um etwa 20 0/0 grüber als die nach der Zerstreuungsmethode 
im Inneren des Ganges gemessenen; dieselbe Differenz der durch- 
schnittlichen Angaben der beiden Apparate wurde aber auch gefunden, 
wenn beide innerhalb des Drahtnetzes standen. Diese Diskrepanz 
hat sich auch früher schon bei den durchschnittlichen Ionengeschwin- 
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digkeiten gezeigt, die Gerdien und ich — allerdings nicht bei syn- 
chronen Messungen — gefunden haben; die Ursache ist nicht auf- 
geklärt !. 

Kapazität des Zerstreuungsdrahtes. Die wirksame 
Länge des Zerstreuungsdrahtes gemessen vom Rand: des aus der 
Hütte herausragenden Messingrohres bis zur Isolation am andern 
Ende des Ganges, betrug 1960 em, ihre Kapazität berechnet sich 
bei Annahme eines geerdeten konzentrischen Cylinders von 75 cm 
Radius zu 106 cm. bei einem solchen von 100 cm Radius zu 102 cm; 
das Mittel 104 cm ist für luftelektrische Zwecke ausreichend genau. 

Berechnung des Stromes. Wird ein Zerstreuungskôrper 
von dieser Kapazität Z auf ein Potential V von etwa 100 Volt 
geladen, 50 flieft in ihn in der Sekunde bei der unipolaren Leitfähig- 
keit 2 der Luft — im Durchschnitt 0.7 > 107* sec! — ein Ionen- 
strom i: 

i—= 4x4 VZ = ca. 3 < 10 


elektrostat. Einheiten oder rund 1 >< 107" Ampere. 


II. Erste Registrierperiode. 

Vorversuche unter Verwertungeines Widerstandes. 
Der Zerstreuungsdraht liefert einen Strom, der im Vergleic hzu den 
sonst bei luftelektrischen Messungen vorkommenden sebr gro$ ist, - 
leider ist er aber doch noch nicht mit den empfindlichsten Galvano- 
metern gut mefbar. Die Registrierung mit dem Galvanometer 
wäre die ideale; man würde ein kontinuierliches Bild des 
Stromverlaufes erhalten. Durch Registrierung des Spannungsab- 
falles an einem bekannten Widerstande der zwischen dem Zer- 
streuungsdraht und die Stromquelle geschaltet war, versuchte ich 
eine — wenn auch nicht so vollkommene — kontinuierliche Auf- 
zeichnung der Leitfähigkeit zu bekommen. 

Zuerst beabsichtigte ich die von Gerdien?) zur Registrierung 
der Niederschlagselektrizität hergestellten hohen Widerstände zu 
benutzen, sie bestanden aus mit Graphit eingeriebenen Hartgummi- 
streifen. Eine in ähnlicher Weïse wie an dem Zerstreuungsdraht 
ausgeführte Stromuntersuchung ergab jedoch, wie Figur 3 zeigt, 
daB bei den hier notwendigen Spannungen der Strom mit wach- 


1) Vielleicht beruht der Unterschied zum Teil darauf, daB bei der Be- 
rechnung des Capacitätsfactors des Gerdienschen Apparates nur der innere cylin- 
drische Stab als wirksame Elektrode angesetzt ist unter Vernachlässigung des 
Stabträgers. 

2) Gerdien, Phys. Zeitsch. 4, 1903, S. 840. 
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sender Spannung sehr viel schneller als linear zunimmt. Da diese 
Widerstände nicht sehr konstant sind und einen starken Tempera- 
turkoeffizienten haben, müfte also des üfteren eine Nachmessung 
der Charakteristik erfolgen. Es wurde deshalb von ihrer Be- 
nutzung Abstand genommen. 

Verwertung einer Uranzelle. Rutherford') hat ver- 
schiedentlich bei der Untersuchung radioaktiver Substanzen zur 
Eichung des Elektrometers als Standard einen Plattenkondensator 
benutzt, auf dessen eine Fläche Urannitrat gebracht war, das die 
Luft zwischen den Platten ionisierte. Von Herrn Dr. Gerdien 
freundlicher Weïse hieran erinnert, wählte ich statt des hohen 
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Figur 8. 


Widerstandes eine solche Ionisierungszelle. Das Urannitrat gibt 
keine Emanation ab, die stark ionisierenden a-Strahlen werden im 
Inneren der Zelle absorbiert, die durchdringenden Strahlen ioni- 
sieren sehr wenig, sodafi eine Beeinflussung der natürlichen Ioni- 
sation der zu untersuchenden atmosphärischen Luft nicht zu be- 
fürchten war. Bei einem Vorversuch wurde die innere Mantel- 
fläche eines geschlossenen Cylinders von em Weite und 25 cm 
Länge mit Wasserglas bestrichen und mit fein gepulvertem Uran- 
nitrat bestäubt. Auf einer Hartgummi-Isolation am Boden des 
Cylinders, durch die ein Draht nach aufen führte, konnten koaxial 
3 verschieden starke Messingstäbe I, II, IIT von je 22 cm Länge 
befestigt werden. Eine Spannung wurde an den äuleren Cylinder 
gelegt und die Aufladung der mit dem Elektrometer verbundenen 
Stäbe in der Zeiteinheit gemessen. Es ergab sich, daf der Strom 
für Spannungen von 50 bis 800 Volt nur um wenige Prozente 
wuchs, also vüllig gesättigt war. Die Ionisierungszelle liefert also 
einen von der Spannung unabhängigen Strom. Bei den verschie- 
denen Elektroden waren bei etwa 100 Volt die Strüme: 


1) Rutherford, Radioaktivitay. Seite 76. Cambridge 1904. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klaase 1908. Huft 2. 14 
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I 
IT 
III 
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Durchmesser der Elektrode Strom in 10711 Ampere 
0,7 em 2,94 
20 , 2,88 
80e 2,30 


Zwischen den Strômen bei den Elektroden I und II ist ein weit 
geringererer Unterschied als zwischen II und III. Bei II sind 
die a-Strahlen von der Wand des Cylinders in der Luftschicht von 
1'/, cm Dicke vollständig absorbiert, während dieses bei III bei 
einer 1 cm starken Luftschicht noch nicht der Fall ist; die geringe 
Zunahme des Stromes bei I erklärt sich durch eine geringe Ioni- 
sation durch die durchdringenderen Strahlen. Wenn die a-Strahlen 
in der METUT vollständig absorbiert werden, kann eine durch 


H -Hartgummi 
_ Figur 4. 
Abblendrohres unwirksam zu machen. Die Eichkurve für 100, 200 


und 300 Volt ist in Figur d wiedergegeben. 
Berechnung der Leitfähigkeit der Luft. Wird die 
innere Elektrode der Uranzelle mit dem Zerstreuungsdraht ver- 


Druck oder Temperaturänderung hervorge- 
rufene Aenderung der Dichte der Luft keinen 
merklichen Einfluf haben. In der Tat betrug 
bei II dei Erhôhung des Stromes bei einer 
Erniedrigung der Temperatur von 19° C. auf 
99 noch nicht 1}, "/o, eine GrôBe die an der 
Grenze der Mefgenauigkeit steht. 


Regulierbare Uranzelle. Da diese 
Stromstärke für den vorher beschriebenen 
Zerstreuungskôrper zu groB war, wurde eine 
neue etwas kleinere Uranzelle gebaut, bei 
der die Strahlung der Wand durch einen 
zweiten beweglichen Cylinder in beliebigem 
MafBe abgeblendet werden konnte, wie aus 
der Figur 4 ersichtlich, so daf der Strom 
verändert werden konnte. Die Weite des 
äuBeren Cylinders betrug 43 mm, die des 
Abblendrohres 40 mm, die Stärke des inneren 
Stabes 15 mm; die Länge der Uranbedeckten 
Mantelfläche 20 cm. Auf dem beweglichen 
Robr war eine Teilung angebracht. Die Ka- 
pazität betrug etwa 26 cm bei Teilstrich 120. 
Bei der Eichung wurde eine Kapazität von 
160 cm hinzugeschaltet, um die geringen 
Kapazitätsänderungen bei Verschiebung des 
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bunden und jder äufere Cylinder an eine Spannung von einigen 
hundert Volt gelegt, so ladet sich die innere Elektrode mit dem 
Zerstreuungsdraht bis zu der Spannung auf, bei der der Strom am 
Zerstreuungsdraht gleich dem Strom in der Uranzelle wird. Sei 
diese Spannung V, die Kapazität des wirksamen Zerstreuungs- 
drahtes Z und der Strom in der Uranzelle i, so ist die unipolare 
spez. Leitfähigkeit der Luft 4 
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Der Strom i ist der) Uranzelle bei der betreffenden Einstellung 
eigentümlich, kann also als konstant und bekannt angesehen werden. 
Es variiert aber die Spannung V des Zerstreuungsdrahtes umgekehrt 
proportional mit 4, und es ist nur nôtig die Spannung V zu 
registrieren, um den Gang der Leitfähigkeit À zu  erfahren. 
Diesen Umstand verwerteteich für dieRegistrierungen 
der ersten Periode. 

Registriereinrichtung. Im Innern der Hütte beim Zer- 
streuungsdraht wurde das auf Seite 4 beschriebene Elektro- 
meter erschütterungsfrei aufgestellt und seine Nadel mit dem Zer- 
streuungsdraht verbunden. Dies geschah ohne weitere Isolatoren 
durch Dräthe, die zur Vermeidung von Zerstreuung durch Messing- 
rôhren von 1bmm Weite hindurch gespannt waren. 
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Das von dem Elektrometerspiegel reflektierte Bild eines beleuch- 
teten Spaltes wurde durch ein Brillenglas und eine Cylinderlinse als 
Lichtpunkt auf eine mit Bromsilber-Papier bespannte Trommel von 
76cm Umfang geworfen, die durch ein Uhrwerk einmal in 
24 Stunden herumgedreht wurde. Mit Hilfe eines festen Spiegels 
wurde gleichzeitig eine Gerade aufgenommen, die in bekanntem 
kleinen Abstand von der Ruhelage des Elektrometers verlief. Ein 
an dem Minutenzeiger einer Weckuhr befestigter Pappstreifen 
deckte alle Stunden den Spalt während 12 Minuten ab, sodaf in 
der Registrierung kleine Lücken als Stundenmarken entstanden. 


Die Quadranten des Elektrometers waren mit einer in der 
Mitte geerdeten Batterie von 20 Bornhäuser-Accumulatoren ver- 
bunden, das Elektrometergehäuse lag an Erde. Der äuBere Cylinder 
der Uranzelle war an den positiven Pol einer Batterie von 400 kleinen 
Danielelementen in U-Rôhrchen angeschlossen, der negative Pol 
lag an Erde, (die Zink- und Kupfersulfatlôsungen waren mit 
Gelatine versetzt, um das Verdunsten und auscrystallisieren zu 
verhindern.) Das Abblendrohr der Uranzelle war zuerst auf 
Teilstrich 120 eingestellt, sodaB der Strom 0,98 >< 107" Ampere 
betrug, da in den Augusttagen die Leitfähigkeit aber durchschnitt- 
lich etwas grôBer als 1 >< 107" war, so wurde um grôfere Amplituden 
zu erhalten vom 65. August an das Abblendrohr ganz zurück- 
gezogen, so daB der Strom 1,85 >< 107" Ampere betrug. Die uni- 
polare Leitfähigkeit in elektrostat. Maas berechnet sich dann aus 
der genauen Spannung V in Volt des Zerstreuungsdrahtes 


= _. Ed AE 

Die Registrierungen., Am 2. August 1905 begannen die 
Registrierungen; mehrfach besonders des Nachts versagte die 
Isolation, die wie früher bemerkt, damals noch nicht genügend 
gegen Luftzirkulation geschützt war. Einigemale stôrten auch 
Spinnen, die gerade in dieser Jahreszeit eine gesteigerte Tätigkeit 
ausüben. Die Einführungsôffnungen der Isolationen konnten ‘durch 
angehängtekleine Fläschchen mit Schwefelkohlenstoff leicht geschützt 
werden, aber bisweilen zogen oder vielmehr schossen die Spinnen 
ihre Fäden von dem Drahtnetz nach dem dünnen Zerstreuungsdraht, 
oft in horizontaler Richtung. 

In der kurzen Zeit wurde daher keine vüllig stôrungsfreie 
Aufnahme erhalten. Die relativ beste, die vom 11./12. August 1905 
ist hier wiedergegeben, der Hauswart und Mechaniker des Instituts 
Herr Hilke bediente den Apparat während meiner Abwesenheit in 
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diesen Tagen sehr sachgemä$. Die untere dünn ausgezogene Kurve in 
Fig. 6,a, bist die registrierte Spannungskurve des positiv ‘) geladenen 
Zerstreuungsdrahtes. Meflinien von 20; zu 20 Volt sind eingezeichnet 
und die diesen Spannungen entsprechenden Leitfähigkeiten beigefügt. 
Die Isolation hat nur von 11. Aug. 1p bis 12. Aug. 2a funktioniert, 
in der Nacht vom 10. zum 11. Aug. hatte es stark geregnet, wovon 
sich die Isolation augenscheinlich erst nach längerer Zeit erholte, 
am Morgen des 12° Aug. ist vermutlich Condensation durch 
Abkübhlung die Ursache des Versagens. Die Leitfähigkeit hat 
an diesem Tage durchschnittlich einen hohen Betrag. Die 
Sonne schien bis 4!2p ununterbrochen, einige Cumuli waren am 
Himmel, abends bezog sich derselbe vollständig. Die Windregi- 
strierung zeigte tagsüber gleichmässigen Westwind von etwa 
8 m/sec, der Nachts auf 4,7 m/sec abflaute. 

Da die registrierte Spannungskurve umgekehrt proportional 
der Leitfähigkeit ist, so eignet sich diese Registrierung besonders zur 
Vergleichung mit dem Verlauf der Potentialgefälle von dem 
Gresichtspunkte aus, daf wie im allgemeinen bei hohem Potential- 
gefälle geringe Leitfähigkeit herrscht (im Winter) und umgekehrt 
(im Sommer) so auch bei den täglichen Schwankungen ein ähn- 
licher Zusammenhang also eine Konstanz des Vertikalstromes be- 
stehen kônne. 

In Fig. 6, a, b ist die stärker ausgezogene Kurve das von einem 
Benndorfschen Apparat neuerer Konstruktion, der in etwa 150 m 
Entfernung von der Luftelektrischen Hütte an der Nordseite des 
Hauptgebäudes des Institutes aufgestellt war, registrierte Potential- 
gefälle. Bei der Unvollständigkeit der Leitfähigkeitkurven infolge 
der Isolationsstôrungen und der geringen Anzahl der Aufnahmen 
ist ein Verfolgen eines solchen Zusammenhanges leider nicht 
môglich gewesen. 

Man sieht an den Stellen, wo die Isolation versagt hat, daf 
längere Zeit vergeht bis der Draht sich vüllig wieder aufgeladen 
hat. Die Uranzelle wirkt in dieser Beziehung ungünstiger 
als ein das Ohmsche Gesetz befolgender Widerstand. Bezeichnet 
man mit % die Batteriespannung mit V die Spannung des Zer- 
streuungsdrahtes, welche dem stationären Zustand, bei der 
herrschenden Leitfähigkeit der Luft entspricht, mit x den Bruchteil 
dieser Spannung, bis auf welchen der Draht zu Zeit t aufgeladen ist 


1) Um ein Niederschlagen von radioaktiver Substanz aus der Luft zu ver- 
meiden. Aber K. Kurz (Diss. Giessen 1907, Arch. d. Phys. Bd. 24 S. 925, 1907) 
berechnet, das ein radioaktiver Niederschlag bei Ohmschem Strom keine merkliche 
Wirkungen ausübt, 
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mit C die Capacität der gesamten Anordnung, mit W den 
konstanten Ohmschen Widerstand, mit i den Strom der Uran- 
zellen, so ist bei dem Ohmschen Widerstand 


Cr 1 
V = WT in ve 
W 
bei der Uranzelle 
CV 1 
La —— In — 
i x 


Wenn der Ohmschen Widerstand so bemessen ist, daB Vungefähr 
4 8 beträgt, so ladet der Ohmsche Widerstand gerade doppelt so 
schnell auf als die Uranzelle. Bei der Uranzelle dauert ein Auf- 
laden von O bis auf 10° der zu erreichenden Spannung etwa 
35 Minuten. 

Die Anordnung mit der Uranzelle eignet sich daher nur für 
langsame Registriergeschwindigkeit, die für die nächstliegendsten 
Untersuchungen auch ausreichend ist, für manche Zwecke ist die 
Unterdrückung zahlreiche Einzelheiten zugunsten der Ueber- 
sichtlichkeit nicht unerwünscht, ein grofer Vorzug besteht 
darin das das Reciproque der Leitfähigkeit registriert wird, wo- 
durch der Vergleich mit dem Verlauf des Potentialgefälles und des 
Barometerstandes ohne Umrechnung anzuführen ist!). 

Bemerkung über die Registriereinrichtung. Die 
Registrierungen erfolgten auf photographischem Wege, da ich 
hierzu alles Nôtige vorfand. Für langdauernde Registrierungen 
wird man zweckmässig einen mechanisch registrierenden Banndorf- 
schen Apparat verwenden, bei dem man in ähnlicher Weise wie 
es bei dem hier skizzierten Elektrometer geschehen ist die Kapa- 
cität durch Isolierung der Dämpfung etc. herabsetzt. 


UT. Zweite Registrierperiode. 

Registriereinrichtung für schnelle Schwankungen 
der Leitfähigkeit. Sowohl bei der in Figur 6, a, b dargestellten 
als auch bei allen anderen Kurven zeigten sich zeitweise kleine Zacken 
die bei der Trägheit des Systems auf schnelle und ziemlich beträcht- 
liche Schwankungen der Leitfähigkeit schliessen liessen. In den 
Ostertagen 1906 nahm ich daher einige neue Registrierungen vor. 
Die Isolation im Freien wurde durch die in Fig. 2 abgebildete ersetzt, 

1) Brouson (Phil. Mag. (6) 11. S. 143, 1906) hat für elektrostatische 
Strommessungen eine Jonisierungszelle mit Polonium benutzt; da dieses sebhr viel 


mehr a Strahlen aussendet als das Uran, erzielte er statt Sättigungsstrom Ohm- 
gchen Strom; eine solche Zelle würde sich daher für vorliegende Zwecke besser 


eignen. 
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die sich bei dem schlechtesten Wetter gut, bewährt hatte. Der Zer- 
streuungsdraht wurde direkt mit dem Elektrometer verbunden, das 
Elektrometer wurde so empfindlich gemacht, da es für 1 Volt 0,82 cm 
Ausschlag gab und die Ruhelage, so gewählt, da bei 88 Volt der 
Lichtpunkt auf die Registriertrommel fiel, mittelst eines an dem 
Sekundenzeiger einer Weckubr befestigten dünnen Drahtes wurde 
der Zerstreuungsdraht alle Minuten 1sec. lang auf 88 Volt auf- 
geladen, die Spannung wurde von einer Batterie Bornhäuser Accu- 
mulatoren genommen. Während einer Minute entlud sich nun 
infolge der Leitfähigkeit der Luft der Zerstreuungsdraht um einen 
gewissen Betrag und der Lichtpunkt des Elektrometers schrieb 
eine Gerade quer über den Registrierstreifen, die Registrier- 
geschwindigkeit betrug mm in der Minute. Die Einhüllende 
dieser dicht nebeneinander liegenden Striche giebt dann die Leit- 
fähigkeitskurve. Die Leitfähigkeit berechnet sich nach der eingangs 
erwähnten Formel: 

Br LAZ CM y, 

NEA RE ir, 

Dabei war hier 


Z+C = 130cm 
Z = 104cm 
t—t, — Bb9sec 
y, — 88 Volt 


V, wird aus der Kurve abgelesen. 

Die Registrierungen. In Fig. 7 ist die Einhüllende der 
Registrierung vom 13./14. April 1906 wiedergegeben, gleichzeitig 
sind Meflinien eingezeichnet, so daB sich die Leitfähigkeiten direkt 
ablesen lassen. In dem Stück von 12—2 Uhr Mittags muB das 
Papier durch Zufall vorher Licht bekommen haben, die Stelle 
war ganz schwarz. In der Fig. sieht man nun, daf tatsächlich 
zeitweise recht beträchtliche und schnelle Schwankungen der Leit- 
fähigkeit vorkommen. | 

Berechnet man nun die Zeit innerhalb derer die Zahl der 
Jonen durch Molisierung um 10v/ abnimmt, so ergiebt sich daB in 
ein und demselben Luftquantum die Leitfähigkeit nicht wohl s0 
schnell wechseln kann. Es ist . = an, wo n die spec. Jonen- 
dichte bedeutet « die Wiedervereinigungs- Constante, die rund 
8400. & beträgt (s die spec. Jonenladung). Nun habe ich bei einer 
Leitfähigkeit von 0,6 >< 10 wie wir sie hier haben, früher mit 
dem Ebert-Gerdienschen Apparat 0,2 elektrostatischen Einheiten 
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0.2 x 10° 
ë 


im cbhm gefanden, das sind etwa Jonen im ccm. Zu 


einer Abnahme um 100/ durch Molisierung sind demnach 14 Minuten 
nôtig. Es bleibt also nur die Môglichkeit, daB die Luft auch 
an räumlich nicht weit entfernten Stellen verschiedene Leitfähigkeit 
haben kann und durch Luftbewegung in den Zerstreuungsapparat 
geschafft wird. Es müften, um diéses sicherzustellen, Aufnahmen 
bei Windstille und bei Lufthbewegung verglichen werden, dazu 
reicht aber das wenige vorhandene Material nicht aus. 

Daf nicht etwa eine Luftbewegung an sich bei vüllig gleich- 
mäfig räumlich verteilter Leitfähigkeit, solche Schwankungen in 
dem Strome hervorrufen kann, geht ja aus der Eigenschaft des 
Ohmschen Stromes hervor. 

Bekannt ist, daB bei gleichzeitiger Messung z.B. von Jonen- 
dichten mit zwei Apparaten ziemlich beträchtliche unregelmäBige 
Abweichungen der Angaben bald in der einen bald in der anderen 
Richtung gefunden werden, wahrscheinlich beruht auch diese That- 
sache auf räumlichen Verschiedenheiten der Jonisation der Luft. 

Die zweite Registriermethode würde sich gut für Leit- 
fähigkeitsmessungen während einer Sonnenfinsternis eignen, da sie 
die Mittelwerte von bedeutend kürzeren Zeitabschnitten giebt als 
die gebräuchlichen Apparate. 


Über die Erzeugung linearer ternärer Substi- 
tutionen aus einer geringsten Anzahl von Funda- 
mentalsubstitutionen. 


Von 
W. Fr. Meyer in Kônigsberg i./Pr. 


Vorgelegt in der Sitzung am 21. März 1908 durch Herrn F. Klein. 


Man hat schon verschiedentlich lineare ternäre Substitutionen 
(se. mit einer von Null verschiedenen Determinante 7) aus Fun- 
damentalsubstitutionen zusammengesetzt; indessen ist meines Wis- 
sens die Frage nach einer Minimalanzahl solcher Fundamentalsub- 
stitutionen noch nicht behandelt worden, geschweige denn eine 
explizite Darstellung gegeben. 

Seien x,, x,, 2 die alten Variabeln, x/, x;, x neue, so dienen 
als Fundamentalsubstitutionen einmal die sechs , Elementarschie- 
bungen“ vom Typus (x, æ): 


(G) Ga) math, m2, m4 


andererseits die drei ,Elementarstreckungen“ vom Typus (x, x,): 
(2) (LM): TE ML, A X, ms TL, al = 4, 


Die beliebig vorgelegte Substitution der x, x,, x; in neue Va- 
riable x!,x;, xi besitze die neun Koeffizienten a, mit der Deter- 
minante Z + 0, und werde kurz mit À = (a,;) bezeichnet. 

Daf eine Erzeugung von À durch weniger als vier ver- 
schiedene Fundamentalsubstitutionen (und deren Kombination) nicht 
môglich ist, ist leicht ersichtlich. 

Dagegen ist die Erzeugung von À aus vier verschiedenen 
Fundamentalsubstitutionen, wie sich zeigen wird, ausführbar, und 
zwar im Wesentlichen nur auf eine einzige Art. Zunächst be- 
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darf man irgend einer Elementarstreckung, um À auf eine unimo- 
dulare Substitution zu reduzieren. 

Die Aufgabe kommt daher darauf hinaus, eine unimodulare 
Substitution À (7 — 1) durch eine geringste Anzahl von Ele- 
mentarschiebungen zu erzeugen. Will man hier mit drei solchen 
auskommen, so ergeben Versuche, daB dieselben von zyklischem 
Charakter sein müssen, d.h. vom Typus (x, x), (x, x,), (xs x), 
resp. von dem gleichberechtigten Typus (x,, 4), (x,, &,), (&,, x,). 

Indem wir etwa den ersteren Typus verfolgen, setzen wir 
zur Abkürzung : 


(8) U, De (ts Zs) U, == (Ts æ), U, FE (Cr x), 


und fügen, so oft es nôütig ist, den jeweiligen Schiebungsparameter 
in Klammern hinzu. 

Die Aufgabe findet ihre Erledigung in vier Hauptschritten, 
indem sukzessive Substitutionen allgemeineren Charakters kon- 
struiert werden. 

Beim ersten Schritte verwende man nur U, und U,, so ge- 
langt man zu einer Substitution V, für die a,,, a, a, beliebig, 
ax — 1, die übrigen drei ax verschwinden. Soll kein Ausnahme- 
fall zurückbleiben, so muB U,, wie U, zweimal ausgeübt werden, 
und es entsteht die Erzeugung: 


D V (ax = 1, As =, 2 G,oue 0) = V (as gs y) DE 


= Ua, - Se) 0, U(%)U.(a, 5 
UT) (Se) UD {a — “e). 


Hier ist unter k, resp. { ein überzähliger Parameter zu ver- 
stehen, der lediglich von Null verschieden anzunehmen ist und 
am einfachsten gleich der positiven oder negativen Einheit ge- 
setzt wird. 

Der Darstellung (I) gehen zwei andere parallel, indem an die 
Stelle von U,, U, einmal U,, U,, das drittemal U,, U, treten. 

Um von der Substitution V (1) zu einer allgemeineren W zu 
gelangen, bei der aufer aà,,a,, a, auch noch 4à,,,a,, 4, 
beliebig sind, während «,, = a,, = 1, a, — O ist, hat man V 
mit einer Ü,, sodann mit einer U,, endlich nochmals mit einer 
U, zusammenzusetzen. 

Die Durchführung der Rechnung liefert die Erzeugung : 
fes 
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(D Wa = a, = 1, a, = 0) = W(a,, Aigs Ass sis Use Go) = 


= V(a,,-m,a,,;a,—m a.) U( sx) U,(m) U(as — =). 


Hier bedeutet «,, die Unterdeterminante von a,, in der Determi- 
nante der a,, also den Ausdruck a, a, —a,,, und m wiederum 
einen überzähligen Parameter, der nur von Null verschieden an- 
zunehmen ist, und am einfachsten gleich der positiven oder nega- 
tiven Einheit gesetzt wird. Endlich ist die Erzeugung von V 
der Formel (I) zu entnehmen, wobei natürlich an Stelle der da- 
maligen Argumente a,,, a,,,4,, jetzt die neuen: 4, —m,a,, 4, —Ma,, 
einzutragen sind. 

Setzt man nunmehr die Substitution W (II) der Reïhe nach 
mit einer geeigneten U,, U,, U, zusammen, so wird man zu der 
Erzeugung einer im Übrigen allgemeinen unimodalaren Substi- 
tution B — (b,) geführt, wo aber die b, noch an die drei Un- 
gleichungen gebunden sind: 


(4) b,, + 0, Bu + 0, es + 0, 


unter B.,, B, die Unterdeterminante von b,,, resp. b,, in der De- 
terminante der b, verstanden. 

Ist analog B,, die Unterdeterminante von b,,, B,,, B, die von 
b,,, b,, so ist, wie sich auf Grund einer längeren Rechnung er- 
weist, eine Substitution B mit den Bedingungen (4) aus U,, U,, U, 
erzeugbar, wie folgt: 


b, Ps by s1 
(D) BG) = Wia=1, 4, = PE LT en 


. b,, B 1— 6, bd, +B, 
Te 0, a, = 1, As — D pal An — [UT DNS pare 


= Hp rte) mt) (lutte 


Hier trage man die Erzeugung von W aus (II) und (Î) ein, 
wobei von den beiden Darstellungen (1) die mit dem Parameter | 
die bequemere ist. Verfügt man insbesondere über die beiden 
Parameter ! und m so, daB entweder ! — 1, m — — 1, oder aber 
1 = —1, m— 1 wird, also in beiden Fällen !+m — 0, so 
nimmt die explizite Erzeugung einer unimodularen Substitution 
B(b,) mit den Bedingungen (4) die doppelte Gestalt an: 
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en mo mt) n(ihe Mit) ven 


4 | = Sn) U!( = 0) U(x 1) RATE 


Ë 7 Un 


by Bis De — b,, F3 1 —) (+5) 
Dee Ba ) b,, £ D; D, — B, é 
wo entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen gelten. 

Endlich sei eine ganz allgemeine unimodulare Substitution 
A —= (a,) vorgelegt, wo die a, der einzigen Bedingung unter- 
liegen, daB ihre Determinante Z den Wert 1 besitzt, im Übrigen 
aber vôllig willkürliche (reelle oder komplexe) Grôfen reprä- 
sentieren. . 

Dann wird man À der Reïhe nach mit einer U,(h), U,(&), U{(t) 
zusammensetzen, um dadurch eine Substitution B zu konstruieren, 
für die bei geeigneter Wahl der h, k, L die Bedingungen (4) von 
selbst erfüllt sind. 

Die linken Seiten jener drei Bedingungen (4) nehmen dann 
die Werte an: 
= di + hka,, ch ka, 

(5) Bu = — Las + has, 
Us Ps TE (a, Cu (2) Fr ka, + la, mn hkla + D. 

Hier lassen sich die h, #4, | — und zwar noch in dreifach 
unendlicher Auswahl — stets so annehmen, daf die drei Ausdrücke 
(5) von Null verschieden ausfallen, da wegen 4 — 1 weder die 
Gy1 Ayo Ms n0Ch die Unterdeterminanten «,,, «,,, «, gleichzeitig 
verschwinden kônnen. 

Um jetzt die Darstellung (IIT”) verwenden zu kônnen, bedarf 
es noch der Werte der b,,, b,; bass ba br, Bass Barr Bas Bray auS- 
gedrückt in den a, und k, k, 


Man erhält : 
b,, == d;; +hka,,+ka,, 
bd — An + hk As + KG, 
bn = a +hkas,+kas, 
bn — las +(1+hkl)an+ kan, 
(6) D, = ha, + As ; 
Bar a a, —lu, + hl Ciss 
Bo = — ha + is, 
Bu —= Os — Ms) 


Bas = — ko +. 
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sechs Elementarschicbungen (x:;,2;) (1) invariant verhält. Aus 
Satz I folgt dann sofort : 

Die gegebene Substitution À stellt sich dann in der Form dar: 
AV) A = BU(-1) UD U(-h). 

Damit ist der Hauptsatz abgeleitet : 

Satz I ,Jede ternäre lineare unimodulare Sub- 
stitution À — (a,)-ist vermüge (IV) aus den drei zy- 
klischen Elementarschiebungen U —(x,,x,), U, —(x,,;), 
U,= (x,, x,) als Fundamentalsubstitutionen erzeugbar. 

Hierbei wird die Erzeugung der Substitution B 
vermôüge (III) geliefert, wo für die Argumente b,B 
die in (6)und (6) angegebenen Werte zu substituieren 
sind. Die drei überzähligen Parameter h, k,l sind, was 
stets müglich ist, so zu wählen, daf die drei Unglei- 
chungen (4) von selbst erfüllt werden“. 

Von speziellem Interesse sind die ,Spiegelungen“ À, für die 
alle a,,(i + k) verschwinden, und die a,,, absolut genommen, gleich 
Eins sind. Ist etwa a, — —1, a, — +1, a, — —1, und wird 
die bezügliche Spiegelung mit S, bezeichnet, so entnimmt man der 
Formel (IV) die Erzeugung : 


(7) 8, = U,@) U,(-1) D) (+ D (+1 D(- D U,@) U,(+1) 
UD U(- 1). 
Durrch zyklische Vertauschung der U,, U,, U, gehen aus 


(7) die Erzeugungen der mit S, gleichberechtigten Spiegelungen 
S,, S, hervor. 


Von den Anwendungen des Satzes I sei hier nur die auf 
ternäre Invarianten angefübrt. 

Seien f(x,, x,, x), gx, , ,, x) ... ternäre Urformen, so ver- 
stehe man unter einer ,unimodularen“ Invariante 7 von f,g ... 
eine eindeutige, analytische Funktion der Koeffizienten von f,g,..., 
die gegenüber beliebigen unimodularen Substitutionen der Va- 
riabeln (absolut) ungeändert bleibt. Für solche ZI hat Forsyth!) 
sechs ,charakteristische“ lineare partielle Differentialgleichungen 
aufgestellt : 


(V) D: za —= 0, De mn —= 0, D, 23 —= 0, 1. mi 0, 
D, #1 2 0, D; &s — 0. 


Diese sechs Gleichungen sagen aus, da sich 1 gegenüber den 


1) American Journal of Mathematics XII (1889), p. 1—60, 115—160. 
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Satz II. , Von den sechs linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichungen (V) sind bereits drei zyklische 
Di = 0, Dan = 0, Dax = 0 notwendig und hinrei- 
chend für die Charakterisierung einer AMOR 
Invariante J ternärer Urformen f,g,... 

Aufer den sechs DAFFROARSIREURNSeR (V) fnden sich bei 
Forsyth noch drei weitere : 

(VI) Da, CT ou a 0, D, 2 0, D, 2 a 0, 
die für sich aussagen, da sich ein Ausdruck Z gegenüber den 
drei Elementarstreckungen (x;, x;) (2) (relativ) invariant verhält. 

Verbindet man den Satz II mit der Eingangs gemachter Be- 
merkung über die Reduktion einer beliebigen Substitution auf 
eine unimodulare, so ergibt sich: 

Satz III. ,Von den neun Differentialgleichungen 
(V), (VI) sind bereits vier, nemlich drei zyklische (V), 
und irgend eine (VI) notwendig und hinreichend da- 
für, daf eine Funktion 1 der Koeffizienten ternärer 
Urformen f,g,... gegenüber beliebigen Substitu- 
tionen der Variabeln eine Invariante ist“. 


Läft man behufs Erzeugung einer unimodularen Substitution À 
vier verschiedene Fundamentalsubstitutionen zu, so liegen zu- 
nächst drei wesentlich verschiedene Môglichkeiten vor. 

Entweder werden die drei zyklischen Schiebungen U (3) noch 
mit irgend einer der drei ,reziproken“ : 

DU = (x,,x), U, = GG, %), Us = (2,2) 
kombiniert, dann ist die Erzeugung von À a fortiori statthaft. 

Oder aber man kombiniert irgend zwei der U, U; und U; mit 
den beiden zugehôrigen U} und U;, so ist leicht zu zeigen, daf 
auch vermüge dieser À konstruierbar ist. 

Dagegen führt die dritte und letzte Müglichkeit, die Kom- 
bination eines Paares U;, U! mit einem Paare U, U} stets nur 
zu gewissen speziellen À. 

Die diesen drei Tatsachen korrespondierenden Invarianten- 
sätze sind ohne Weiteres angebbar. 

Durch Verwendung allgemeinerer Hilfsmittel lassen sich die Sätze 
I 11 III auf »# Variable ausdehnen. Eine unimodulare Substitution 
ist dann aus irgend n zyklisch verbundenen Elementarschiebungen 
(ti, 2) erzeugbar, von den n(n— 1), (V) entsprechenden Differen- 
tialgleichungen sind wiederum » zyklische bereits charakteristisch 
für eine unimodulare Invariante, u. s. f. 
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Ueber die gestaltlichen Verhältnisse der 
Kreisbogenvierecke. 


Von 
W. Ihlenburg. 


(Aus einem Schreiben an Herrn F. Klein). 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 16. Mai 1908. 


Im Nachfolgenden erlaube ich mir, Ihnen eine kurze Mitteilung 
über meine Untersuchungen betreffend Kreisbogenvierecke zu 
machen. | 

Unter einem Kreisbogenviereck verstehe ich allgemein 
eine in der Ebene ausgebreitete, einfach zusammenhängende, von 
vier Kreisbogen begrenzte Fläche. Wird die Begrenzung so durch- 
laufen, daB das Innere der Fläche beständig zur Linken liegt, so 
folgen dabei die begrenzenden Kreise in einer bestimmten Reiïhen- 
folge aufeinander. Je zwei aufeinanderfolgende Kreise werden 
sich unter reellen Winkeln schneïden, so daB die Fläche vier Ecken 
erhält. Die Ecken bezeichnen wir dem Umlaufssinn entsprechend 
mit a,b,c,d, die Winkel mit «,B,y,d. Die Mafeinheit für die 
Winkel legen wir so fest, da eine halbe Umdrehung gleich 1, 
eine volle Umdrehung gleich 2 wird und so fort. Im Innern soll 
die Fläche von Windungspunkten frei sein. 

Nach bekannten Grundsätzen betrachte ich alle solche Kreis- 
bogenvierecke als identisch, die sich durch eine lineare Trans- 


formation 7! — En in einander überfihren lassen, wenn y eine 
in der Ebene des Kreïsbogenvierecks gedeutete komplexe Variable ist. 
Wirft man das Viereck durch stereographische Projektion auf 
eine Kugel, so liegen die Begrenzungskreise in vier die Kugen 
schneidenden Ebenen, deren Inbegriff nach Ihrer Terminologie der 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math,-phys. Klasse. 1909. Iluft 8. 16 
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,Kern“ des Kreisbogenvierecks ist. Jedes Kreisbogenviereck besitzt 
einen Kern, in den es selbst als Membran eingehängt erscheint. 

Meine Untersuchungen schlieBen sich übrigens in erster Linie 
an die Arbeit von Herrn A. Schônflief in Bd. 44 der Math. 
Ann. an (Ueber Kreisbogendreiecke und Kreisbogenvierecke), wo 
mit der gestaltlichen Untersuchung der Kreisbogenvierecke der 
Anfang gemacht ist. 

Ich habe mir insbesondere folgende Fragen gestellt und er- 
ledigt : 

1) Wie kônnen bei Vorgabe der Winkel sämtliche Kreisbogen- 
vierecke mit diesen Winkeln konstruiert und in eine kon- 
tinuierliche Folge gebracht werden? 

2) Wie oft ist bei Vorgabe der Winkel die volle Peripherie 
eines der Begrenzungskreise in der Begrenzung der Membran ent- 
halten? Diese ,Umlaufszahlen“ der Seiten, welche mit «,,, w,, 
Uzs Ua bezeichnet werden môgen, sind mit den Winkeln durch 
Relationen verknüpft, welche der Ergänzungsrelation der Kreis- 
bogendreiecke entsprechen, die Sie selbst in Bd. 37 der Math. Ann. 
in der Arbeit über die Anzahl der Nullstellen der hypergeome- 
trischen Reïhe aufgestellt haben. Diese für das Viereck geltenden 
Relationen sollen auch hier als ,Ergänzungsrelationen“ 
bezeichnet werden. À 

8) Drittens kann noch die Frage gestellt werden: Wenn zwei 
Kreisbogenvierecke dieselben Winkel und dieselben Umlaufszahlen 
der Seiten besitzen (welche dann den Ergänzungsrelatiônen genügen 
müssen) and wenn sich durch eine Bewegung des Raumes, welche 
der linearen Transformation der 7-Ebene entspricht, ihre Kerne 
zur Deckung bringen lassen, sind dann die Membrane selbst 
identisch? 

Die zur Erledigung dieser Fragen von mir angewandte Methode 
will ich hier an einem einfachen Beiïspiel erläutern. 

Die vier Winkel môügen den Ungleichheiïtsbedingungen genügen : 


l+ta<d<i+y<2; B<I. 


Ein Kreisbogenviereck besitzt nun, wenn seine Winkel fest- 
gehalten werden, noch zwei Parameter, 
die in folgender Weise gedeutet werden 
kônnen. 

Wir kônnen einmal die vier Ecken 
der Membran festhalten und eine Seite 
(z. B. ab) um ïhre Endpunkte drehen 
(Fig. 1). Sollen dann die Viereckswinkel 
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ungeändert bleiben, so müssen wir die drei andern Seiten um den- 
selben Winkel wie ab in geeignetem Sinn drehen unter Festhaltung 
der Eckpunkte. Da diese festliegen, bleiben die Umlaufszahlen 
der Seiten ungeändert. Durch diese Drehung mag der eine Vier- 
ecksparameter gedeutet werden. 

Drehen wir nun beständig in demselben Sinne weiter, s0 
müssen schliefilich die Teïle der Begrenzung zusammenstofen. Es 
künnen sich hierbei entweder zwei gegenüberliegende Seiten be- 
rübren, oder es kann ein Eckpunkt auf eine gegenüberliegende 
Seite fallen (Fig. 2—4). Wenn die Drehung s0 weit fortgeschritten 


® 
D 


7, 


Figur 2. Figur 3. 


ist, gebrauche ich den Ausdruck: ,Das Viereck befindet 
sich in der Grenzlage“. 

In jeder der beiden Arten von Grenzlagen ist noch ein Para- 
meter enthalten. In den Figuren 2 und 3 ist angedeutet, wie sich 
die Begrenzung bei Variation desselben verändert. Auf diese Weise 
mag der zweite noch übrige Parameter gedeutet werden. 

In der Grenzlage der ersten Art zerlegt £ 
sich nun die Membran ev. unter Abschnürung 
einer Anzahl von Kreiïsringen in zwei Dreiecke, 
in der Grenzlage der zweiten Art in ein Dreieck 
und ein Zweieck ev. unter Abtrennung polar einge- 
hängter Kreisscheiben. Da aber die Konstruktion d 
der Kreisbogendreiecke bekannt ist, so künnen die 
Grenzlagen ohne weiteres konstruiert werden. 

Indem man aus der Grenzlage heraus in 
umgekehrter Richtung dreht, kann man die 
Vierecke selbst erhalten, zu denen die kon-, 
struierten Grenzlagen gehôren. 

Um nun sämtliche Vierecke zu konstruicren, d 
die es zu den gegebenen Winkeln gibt, hat man 
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nur sämtliche für diese Winkel vorhandenen Grenzlagen zu kon- 
struieren. Will man alle verlangten Vierecke genau einmal er- 
halten, so braucht man jedoch nur diejenigen Grenzlagen zu 
benutzen, aus denen man durch eine Drehung heraus gelangt, bei 
der sich die Schenkel des NOESIS « in der Richtung des Uhr- 
zeigers bewegen. 

Für das betrachtete Beispiel gibt es zwei Grenzlagen der 
ersten Art (Fig. 2 und 4). Aber es gibt nur eine Grenzlage der 
zweiten Art, diejenige, bei der d auf ab fällt (Fig. 3). Es ist 
nämlich 1+aœ—0 die zum Bestehen dieser Grenzlage notwendige 
Bedingung. 

Indem man dann weiter den Parameter der Grenzlagen ver- 
ändert, erhält man sämtliche verlangten Vierecke durch Heraus- 
drehen aus den Grenzlagen. Bei den Vierecken, die aus den Grenz- 
lagen erster Art hervorgehen, sind nachträglich noch 1,2,3... 
Kreisringe einzuhängen. 

Für die in der Grenzlage vorhandenen Dreiecke kennt man 
nun die Ergänzungsrelation. Sobald das Viereck sich in der 
Grenzlage befindet, lassen sich deshalb leicht die Beziehungen 
zwischen den Umlaufszahlen der Seiten und den Winkeln auf- 
stellen. Da nun beim Uebergang aus der Grenzlage zum Viereck 
aber sowohl die Winkel, wie auch die Umlaufszahlen erhalten 
bleiben, gelten die erhaltenen Relationen ohne weiteres für das 
Viereck selbst. 

Man kommt solcherweise für die allgemeinen 
Vierecke zu folgendem Resultat: 

Soll die zweidimensionale Schar der Vierecke mit denselben 
gegebenen Winkeln in eine kontinuierliche Folge gebracht werden, 
so ist dabei in folgender Weise zu verfahren: 

Die Bezeichnung der Winkel werde so gewählt, daf 
y+0—a—-BZ0 und gleichzeitig: 
d+a—-B-yZ=0 ist. 

Dannhat man zunächstVierecke mit den Relationen: 


I. ba = Mat E(PÈSEEÉ) +; US == 0. 


Hierin hat u, die positiven ganzen Zahlen von + bis 0 
(einschlieflich) zu durchlaufen. Unter E verstehen wir die grôBte 
ganze in dem beigesetzten Argument enthaltene positive Zahl. Für 
jeden Wert ist zuerst s — 1, dann & — 0 (im allgemeinen) vor- 
zuschreiben. 

Ferner hat man Vierecke mit den Relationen: 
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IL. Uag + Uÿe — E[— Et +; Ua = Ua = 0 


worin für «,, die Werte O bis E( ir) zu setzen sind 


und für jeden Wert von u,, zuerst & — 1, dann s — O vorzu- 
schreiben ist. 


Sollte die aus ganzen Zahlen bestehende Wertereihe für u, 
die aus IT erhalten wird, sich nicht an die aus I erhaltene Werte- 
reihe anschliefen, so gibt es für die dazwischen fehlenden Werte 
von %, auch noch Vierecke, für welche dann aufBerdem immer 
Uye = Ur = Ua —= 0 ist. 


Endlich hat man Vierecke mit den Relationen: 
UL,,, mou, + E (ET) +6; ue si 0. 


Hier bat w;, mit O beginnend die Werte der positiven ganzen 
Zahlen zu durchlaufen und für jeden Wert ist zuerst & — 0, 
dann & — 1 (im allgemeinen) vorzuschreiben. 

Die aus IT und IIT erhaltene Wertereihe für *,, ist, wenn 
notwendig, in entsprechender Weiïise zu vervollständigen wie die 
Wertereihe für uw. 

Hat man unter Benutzung dieser Regel sämtliche zusammen- 
gehôrigen Werte der Zahlen 4, Uy, Us Ux ermittelt, so exi- 
stieren für jedes dieser Wertequadrupel auch Vier- 
ecke, welche die gegebenen Winkel und die gefundenen Umlaufs- 
zahlen besitzen. Zugleich sind diese Vierecke sämtliche, die 
zu den gegebenen Winkeln existieren. Sie bilden in der 
bei den Relationen angegebenen Reïhenfolge ein zweidimensionales 
Kontinuum. 

Herr E. Hilb hat mir mitgeteilt, da@ sich dies Ergebnis 
durch geeignete Schreibweise der Relationen noch vereinfachen 
läft. Es läft sich dann folgende Regel aufstellen: 


Man wähle die Bezeichnung wieder so, daf 
y+—-a—BZ0 und gleichzeitig 
d+a—B—-yZ=0 ist. 


Dann hat man zunächst Vierecke mit den drei Relationen 
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Hierin hat ,, die positiven Zahlen von +co bis O0 (einschlief- 
Lich) zu durchlaufen und für jeden Wert von ,, ist für & zunächst 
der Wert 1, dann der Wert 0 (im allgemeinen) vorzuschreiben. 

Vertauscht man in den Relationen a, b, c, d bezw. mit b,c,d,a 
und «,B, y, bezw. mit B,y,0,«, so erhält man drei Relationen, 
in denen die in den ersten drei Relationen für «,, erhaltene 
Wertereihe bis + co fortzusetzen ist. Dabei ist für jeden Wert 
von %, für e zunächst der Wert O0, dann der Wert 1 (im allge- 
meinen) vorzuschreiben. 

Aus diesen beiden Tripeln von Relationen erhält man so zwei 
Vierecksreihen, welche zusammen wieder sämtliche zu den gegebenen 
Winkeln existierende Vierecke enthalten. 

SchlieBlich ist noch die Eindeutigkeitsfrage zu erledigen. 

Wir betrachten das in Fig. b gezeichnete Viereck, 

c aus dem wir auf zwei Arten zwei neue Vierecke 
konstruieren. Das erste erhalten wir, indem wir 
an die Seiten ab und cd je zwei Kreisscheiben 
lateral anhängen, das zweite, indem wir an die 

b  Seiten bc und da je zwei Kreisscheiben lateral 

Figur 5. anhängen. Alle vier Winkel erhalten dann in 
beiden Vierecken einen einfachen Windungspunkt. Beide Vierecke 
stimmen nun in den Winkeln und den Begrenzungslinien, also 
auch im Kern überein, aber sind gestaltlich doch vollkommen von 
einander verschieden. Die Eindeutigkeitsfrage ist also in nega- 
tivem Sinne zu beantworten. 


Quedlinburg a. H., den 12. Mai 1908. 


Neue Entwicklungen 
über lineare Differentialgleichungen. 
Von 
E. Hilb. 
(Aus einem Schreiben an Herrn F. Klein). 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 16. Mai 1908. 


Gestatten Sie, da ich Ihnen beifolgend eine kurze Zusammen- 
stellang meiner Resultate über lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mitteile, die sich, wie Sie ja wissen, auf das 
Engste an Ihre Arbeit in den Mathematischen Annalen Band 64 
anschlieBen. 

Es seien, um mich ebenfalls auf den von Ihnen dort unter- 
suchten einfachen Fall zu beschränken, a, b, c, «, B, y, à reelle 
GrôBen, die den Ungleichungen unterworfen sind: 

(LR 0 CAUSE QUEUE O0 yETT VEU<T 
Wir betrachten dann die Differentialgleichung: 

E ,(1—a 1—8$ 1-7 Az + B LE 
@) +9 Lee æ—b AR @—a)(x—0) (&—0) ? Li 
welche die 4 singulären Punkte a, b, c,d — © mit den Exponenten- 
paaren «,0; B,0; y,0; 8’, 0” besitzt; es ist dabei: 
(3) a+B+y+0 +0" — 2; 00" = A,0 —0" = d. 

Die beiden zu einem singulären Punkte (z. B. zu a) gehôrigen 
Fundamentallôsungen seien Y® und Y°; wir setzen, nachdem die 
Lüsungen geeignet normiert sind: 

7 Yi, =. Yi-v,}i; 
(&) Ye YiIY Ye Yi, 


0, 
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Dabei sind !, und !, reelle GrüBen, dagegen sind v, und », Produkte 
reeller GrôBen mit e7#, es ist also 


(b) = ne: v, = ne. 
b 
Der Quotient 7 — _ bildet dann die von der Achse des Reellen 


begrenzte Halbebene auf ein auf der 7-Kugel gelegenes Kreis- 
bogenviereck a’ b’ cd’ ab, das wir näher betrachten. Die 4 Raum- 
geraden, in denen aufeinanderfolgend die 4 die Kreisbogen ent- 
haltenden Ebenen sich schneiden, die , Achsen“ des Kerns, môgen 
die Kugel in den Punkten a”, b",c”,d” das 2. Mal schneiden; dann 
hat n in den Punkten a',a”’; b',0"; c',c" die Werte: L,,1,; 0,0; 
v,,%,. Wir legen nun die projektive Mafbestimmung zu Grunde, 
deren Fundamentalfläche die 7-Kugel ist. Dann hat man, wie Sie 
mir in Ihrem Briefe vom 7. 9. 07 mitteilten, für die Länge œ der 
Seite b!, a!: 

(6) cos p = Ps 


ferner erhält man für die Kantenlänge auf b’,b", d.h. für die 
Länge der Strecke, welche von den Schnittpunkten der Achsen 
a',a” und c’,c” mit b’,l” begrenzt wird: 


A l, 


PEL 


(7) lg 


Wir wollen zunächst die Abhängigkeit der Seiten- 
länge 9 von dem Parameter B diskutieren. Man findet 
leicht, daB, wenn B einen sehr grofien positiven Wert besitzt, 
l, und !, positiv sind und daf /, 4. Lassen wir nun B genügend 
abnehmen, so durchlaufen /!, und /!, zunächst bis oc wachsend und 
von hier immer in gleichem Sinne weiterschreitend den Kreis der 
reellen Zahlen beliebig oft, ohne da !, jemals {, einholen oder 
l, um einen ganzen Umlauf /, überholen kann. 


Es môüge nun /, k-mal durch 0, ebenso /, k-mal durch 0, aber 
noch nicht Æ + 1-mal durch  hindurchgegangen sein, dann ist y 
nach geeigneten Festsetzungen von der Form 2%x+%,i, wobei y, 
irgend eine reelle GrôBe ist. Dieselbe Form hat y, wenn, was 
ebensogut môglich ist, 2, k-mal durch co, aber noch nicht #-mal 
durch O0, !, dagegen k+1-mal durch c hindurchgegangen ist. Bei 
der Weiterbewegung muB nun im 1. Falle zunächst /, das 4 + 1-mal 
durch co, im 2. Falle Z, das k-mal durch 0 hindurchgehen. Beide- 
mal ist @ — 2kx und wächst dann reell bleibend auf (2%+1)7x, 
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bis , das Æ+ 1-mal durch co oder /, das Æ+1-mal durch 0 geht. 
Welches von beiden Ereignissen auch zuerst eintreffen mag, go wird 
beim Eintreffen jedes der beiden Ereignisse den Wert (24+1)x 
besitzen, dazwischen aber die Form (24 + 1)x + #i haben. Nachdem 
aber beide Ereignisse eingetroffen sind, wird qœ wieder rein reell 
sein und die Werte zwischen (2% + 1)x und 2(%+1)x durchlaufen, 
bis Z, das (&+1)-mal durch 0 oder ?, das (4+2)-mal durch co hin- 
durchgeht. Damit sind wir aber bei dem Ausgangspunkte ange- 
langt, wenn wir dort # mit £+ 1 vertauschen. 

Daraus entnehmen wir, da wir B stets so be- 
stimmen kôünnen, dafi die Seite b',a' einen vorgeschrie- 
benen reellen Wert annimmt, während wir, wenn die 
Seitenlänge die Form kx + wi haben soll, zwar für die 
ganze Zabhlkabernichtfüryeinenbeliebig grofen Wert 
vorschreiben dürfen. Auf den tiefer liegenden Grund dieser 
bemerkenswerten Tatsache werde ich ein anderes Mal näher eingehen. 

Um zu zeigen, da$ durch Vorgabe einer reellen Seitenlänge 
B im allgemeinen eindeutig bestimmt ist, bedient man sich des 
Verfahrens, das Sie in Ihren autographierten Vorlesungen über 
lineare Differentialgleichungen von 1894 Seite 379 für den Fall 
a — +, B — }, y — 1 entwickeln und das für den allgemeinen 
Fall nur ganz wenig zu modifizieren ist. Wie Sie mir neulich 
mitteilten, haben Sie ja auch im Wintersemester 1906/07 in Ihrem 
Seminar darüber vorgetragen. 

Ich komme nun zur Behandlung der Kantenlänge, 
welche etwas komplizierter ist, weil man Intervalle der x-Axe 
neben einander zu betrachten hat; man muf sogar alle 4 Inter- 
valle in Betracht ziehen, wenn man den Karakter des ganzen 
Viereckes untersuchen will. 

Hierbei ist nun das Vorzeichen von À von ausschlaggebender 
Bedeutung. Es gilt nämlich der Satz: Ist À positiv, so besitzt 
hüchstens die eine der beiden nicht durch d' œehenden Seiten 
eine Länge mit von O0 verschiedenem reellen Teile. Ist À negativ, 
so hat mindestens die eine dieser beiden Seiten ein Länge mit 
von 0 verschiedenem reellen Teile. Um also das Viereck vollständig 
behandeln zu künnen, müssen wir die 4 Differentialgleichungen 
betrachten, welche entstehen, wenn wir nacheinander die ver- 
schiedenen singulären Punkte in das Unendliche werfen. Wir 
machen den in das Unendliche geworfenen Punkt durch Hinzu- 
fügung eines Index an À kenntlich, so da wir, wenn d im Unend- 
lichen liegt, À, schreiben. Dann sind 8 Fälle müglich, denen sebr 
einfache Ungleichungen für die Winkel unseres Vierecks entsprechen : 
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L 4,>0, 4,>0, 4,>0, 4,0; was z.B. eintritt, 
wenn a=+}, B=4,y<#, =. 
IL 4,<0, 4,<0, 4, <0, 4,0; 
IL 4,<0, 4,<0, 4,<0, 4,<0. 


Der Fall I ist der wichtigste. Man findet für diesen durch 
Anwendung der einfachsten Stetigkeitbetrachtungen, wie man sie 
etwa bei der Lehre von den reellen Wurzeln reeller Gleichungen 
benützt, folgenden Fundamentalsatz: 


Schreibt man neben den Winkeln und den singulären 
Punkten der Differentialgleichung für irgend eine 
Kante des Kerns eine reelle Länge vor, verlangt man 
ferner, da sich irgend eine Seitenlänge des Vier- 
eckes in der Form kx+wi darstellen läBt, wo keine 
gegebene ganze Zahl ist, so gibt es dazu mindestens 
einen Parameterwert B. Ist hierbei 4 ungerade, so 
gibt es mindestens 2 Kanten, welche die Eigenschaft 
haben, daB B auch eindeutig festgelegt ist, wenn 
man für eine von ihnen eine reelle Kantonliose vor- 
schreibt. 

Als Spezialfall ist hierin natürlich der von Ihnen gewünschte 
Beweis für das Grundtheorem der automorphen Funk- 
tionen und die dazugehôrigen Obertheoreme enthalten, 
da ja nur die Länge irgend einer Kante verschwinden muf, 
damit das Viereck einen Orthogonalkreis besitzt; # entspricht in 
diesem Falle der Zabl der Schnittpunkte einer Viereckseite mit 
dem hier stets reellen Orthogonalkreis; die gegenüberliegende Seite 
bat dieselbe Zahl von Schnittpunkten mit dem Orthogonalkreis, 
während die beiden anliegenden Seiten ihn überhaupt nicht schneiden. 

Die Fälle II und IIT unterscheiden sich nun nur durch das 
Grundtheorem wesentlich von dem Falle I. 

Im Fall II ist nämlich beim Grundtheorem zwar auch der 
Orthogonalkreis reell, doch wird dieser schon beim Grundtheorem 
von einer Seite und einer ihr anliegenden Seite geschnitten. 
Im Falle III ist beim Grundtheorem der Orthogonalkreis imaginär, 
wir kommen auf ein gewôhnliches sphärisches Viereck, 
eine Tatsache, die für die Theorie der Minimalflächen von Be- 
deutung ist. Die Obertheoreme haben auch im Falle II und III 
denselben Karakter wie im Falle I. 

Die Ausdehnung dieser Untersuchungen auf den Fall von 
reellen singulären Punkten ist mit gar keinen Schwierigkeiten 
verbunden, ebenso kann man sich unschwer von den Ungleichungen 1 


neue Entwickelungen über lineare Differentialgleichungen. 285 


befreien, allerdings unter Aufgabe der Sätze über Eimdeutigkeit, 
die hier überhaupt nicht mehr zu gelten brauchen, wie man an dem 
sehr instruktiven Beispiel von 3 singulären Punkten schon sieht. 
Speziell erhält man so eine sehr tief gehende Aufklärung über die 
gestaltlichen Verhältnisse bei Vierecken und »#-Ecken; denn nicht 
nur, daf man, wie ich Ihnen schon neulich mitteilte, die von Ihnen 
für das Dreieck, von Herrn Ihlenburg für das Viereck aufgestellten 
» Ergänzungstheoreme“ allgemein für die n-Ecke auf besonders ein- 
fache Weiïise erhält, kommt man durch Weiterführung der oben 
durch I, II, III gegebenen Fallunterscheidung zu einer Einteilung 
der Vierecke und allgemeiner der #-Ecke, die auf sehr leichte 
Weïse alle müglichen Typen aufzählen und zeichnen läft. 

Zur Zeit bin ich damit beschäftigt, die Untersuchung auf den 
Fall auszudehnen, da die singulären Stellen der Differential- 
gleichung auch komplexe Werte annehmen kônnen. Ich hoffe, daf 
ich in nicht zu langer Zeit auf diese Weise zu den von Ihnen ge- 
wünschten Beweisen für die ganz allgemeinen Sätze komme, in 
denen die Fundamentaltheoreme der automorphen Funktionen als 
Spezialfälle enthalten sind. 


Erlangen, den 29. 4. 08. 


Über eine neue Methode zur Lôsung gewisser Rand- 
wertaufgaben. 


Von 
W. Ritz. 
Vorgelegt von Herrn C. Runge in der Sitzung vom 16. Mai 1908. 


Bei den Randwertaufgaben der mathematischen Physik be- 
steht in vielen Fällen die Forderung, eine bei bestimmten Stetig- 
keits- und Randbedingungen durch ein Minimalprinzip definierte 
Funktion innerhalb eines gegebenen, endlichen Bereichs darzu- 
stellen. Zu diesem Zweck eignen sich bekanntlich Potenzreihen 
nur ausnahmsweise, während es immer môglich ist, die Funktion 
nebst einigen ihrer Ableitungen durch ein Polynom von genügend 
hohem Grade, durch die ersten Glieder einer Fourierreihe oder 
ähnliche Ausdrücke innerhalb des ganzen Bereichs mit beliebig 
vorgeschriebener Genauigkeit darzustellen. Die Berechnung der 
Koeffizienten bietet keine Schwierigkeit falls die Funktion nume- 
risch gegeben ist, und es wird in den in der Praxis vorkommenden 
Fällen meist ein Polynom von niedrigem Grade die Funktion mit 
genügender Annäherung darstellen. In dieser Form werden häufig 
die Resultate der Beobachtung zusammengefafit; soll das Ergebnis 
mit der Theorie verglichen werden, so erhebt sich die Forderung, 
die Koeffizienten w, eines Polynoms oder allge- 
meiner eines Ausdrucks der Form 


1) Un — Vo + Yi + bit Un Um 


wo die y, geeignete analytische Funktionen sind, aus den Rand- 
bedingungen und der Differentialgleichung so zu 
bestimmen, dafi sie, bei gegebenem "», von der ge- 
suchten Lôüsung môüglichst wenig abweichen; wobei der 
Fehler mit wachsendem "» verschwinden muf. 
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Bei vielen Variationsproblemen läft sich nun ein zur nume- 
merischen Rechnung geeignetes Verfahren angeben, welches in 
engster Beziehung zum Dirichletschen Prinzip steht, und, 
da es einen eïnfachen Konvergenzbeweis zuläft, dieses Prinzip 
(für das betreffende Problem) streng zu begründen erlaubt, 
wenn man noch die von D. Hilbert zu ähnlichen Zwecken ent- 
wickelte neue Methode der Variationsrechnung heranzieht. Dies 
Verfahren soll im Folgenden am Problem des Gleichgewichts 
ringsum eingespannter, elastischer Platten entwickelt 
werden. Die Verallgemeinerung und die numerische Durchführung 
einzelner Fälle, die sich übrigens von selbst ergibt, sei einer aus- 
fübrlicheren Mitteilung vorbehalten. 

Sei # die (sehr kleine) Verschiebung eines Punktes der Platte 
aus seiner ursprünglichen Lage, senkrecht zur Ebene der Platte, 
so ist die zu approximierende Funktion w (x, y) durch folgende 
Bedingungen definiert : 

1. sie ist eindeutig, endlich und stetig nebst ihren Ableitungen 
erster, zweiter und dritter Ordnung innerhalb der Platte Z?; 

2. auf dem Rande L der Platte erfüllt sie die Bedingungen 
w = 0, = 0, also anch À — 0 CUPARE 

8. sie genügt im Innern der Differentialgleichung 


0‘ w 020 EE 
So een == f(x, y) 


2) 
wo f eine dem auf die Platte ausgeübten Normaldruck proportio- 
nale, endlich, stetige Funktion ist, die numerisch gegeben sei. Diese 
Forderung ist äquivalent mit der andern, es môüge das Integral 


3) J = JT (Au) — wf} dx dy 


(welches im Wesentlichen die potentielle Energie der deformierten 
Platte darstellt, nebst der Arbeïit des Druckes) für # ein Minimum 
werden. 

Daf dieses Integral jedenfalls eine untere Grenze besitzt — 
wenn sie auch vielleicht nicht erreicht wird — erkennt man 
leicht durch Einführung des partikulären Integrals von 2) 


0,29) = — Sfr logrf(E,n)dEëdn, r° = (x—EË) +(y — n°) 


Für alle w, die den Bedingungen 1. und 2. genügen, läft sich 
dann J in der Form schreiben 
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= 4ffl2 (0 — 0,)]dx dy + K 


wo Æ die numerisch bestimmte GrôBe 


K = ff ucr — fu, Laedy fe ee: ses 1 Jw,)ds 


bedeutet. 

Man setze y, — o und wähle die #, so, daB sie den Bedin- 
gungen 1) und 2) genügen, und da8 zwischen ihnen keine identische 
lineare Realation mit konstanten Koeffizienten bestehe; dann er- 
füllt w, die Bedingungen 1) und 2) für jedes System ARE a, und 
verschwindet identisch nur wenn a, — a, = :.-a, = 0. Wir 
sachen nun die Koeffizienten a, des rer 


Un (x, y) = AY + ab: +. An Ÿm 


so zu bestimmen, daB w,, bei gegebenem m eine môglichst gute 
Approximation von w darstelle; die fundamentale Wichtigkeit 
der Energie für den gesamten physikalischen Vorgang legt es 
nahe, die Abweichung der Gesamtenergie von ihrem 
theoretischen Wert als MaBstab des (bisher noch nicht 
definierten) Gesamtfehlers zu nehmen und diese Abweichung 
môglichst klein zu machen. Mit andern Worten, wir haben 
die a, so zu wählen, da die der Deformation w,, ent- 
sprechende Energie resp. das Resultat der Einfüh- 
rung von w, statt w unter das Integralzeichen 


J, = [f{3(20,) — fo) dx dy 
R 


môglichst klein werde. Da nun J, eine quadratische Funk- 
tion der ai allein ist und x und y gar nicht enthält, handelt es 
sich hier um ein gewôhnliches Maximum und Minimum Problem, 
welches durch das System der in den Unbekannten «, linearen 
Gleichungen 


Ou rte CE ARS CPAS 
5) da = Ga die éd) 
gelôst wird. Setzt man 
6) Up —= Cp — Nav, av, da dy a, — Nffv, da &y 


so lautet das Gleichungssystem 
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ba) Da hp = Cp Dos il, 4 0m 


Die Lôsung von 5) und Ba) ist immer môglich und eindeutig be- 
stimmt, weil die quadratische Form 


SE eae = 4 [fau ardy 


stets positiv ist und nur verschwindet, wenn identisch Zw,, = 0 
ist, was, da w, — O0 am Rande ist, die Identität w,, = 0, und 
somit 4, = à, — :..a, — O erfordert. Die Determinante des 
Systems verschwindet also nicht. 

Es muB hervorgehoben werden, daB die «, durch rein nu- 
merische Quadratur, wobei keinerlei veränderlicher 
Parameter vorkommt, definiert sind: die praktische Durch- 
führung dieser Quadraturen bei gegebener Genauigkeit bietet also 
keine Schwierigkeit. 

Ich beweise nun, daf lim w,, existiert und die gesuchte Lüsung 


ist (bei geeigneter Wahl der 4). 
Sind À, willkürliche Zahlen und 


7) 6, (æ, y) 7 AE AV 


so lassen sich die Gleichungen 5) dahin zusammenfassen, es müsse 
für jedes Wertesystem der À, die Gleichung bestehen 


8) Jia, 46, -—f6,) axdy = 0 

Für einen neuen Index m+n>m erhält man in analoger 
Weise eine neue Approximation w,,, mit anderen Koeffizienten 
a, und es soll nun gezeigt werden, daB diese Approximationen 
gleichmäfig konvergieren. Wir setzen 9 — w,,,—%w, und bilden 
die Differenz der Minimalwerte von J 

Jo, 9 = ffli(a, + 2) — fl, + p)} dx dy 

— ff{3(20,) — fu, tax dy = [f\2, 29 — fo)drdy+ 4 ff (ap) dx dy 


und schreiben 8) für den Index »#+n in der Form 


Ti (dr0 + 4) Au in — Em sn À 47 dy =210 


Setzt man insbesondere 6,,, — g, was erlaubt ist, so wird 


Jia, 29 + (ag) — fpldxdy = 0 
und somit 


9) Jhrn— dm — — {ff (2), dx dy, PP —= Wnitn — Wme 


15 * 
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Die J® bilden also, wie vorauszusehen war, eine stets ab- 
nehmende Reiïhe von Zahlen, die aber, wie oben gezeigt, grôBer 
als eine bestimmte untere Schranke bleiben. Sie konvergieren 
also, und es läBt sich bei gegebenem & ein m — M so bestimmen, 
daB für jedes » > M und beliebige n die Ungleichung 


10) Nas) dx dy < & 


bestehe. Hieraus folgt zwar nicht, daB Z, wohl aber daf 


() ô 
gegen Null konvergiert. Denn, wegen go = 0, = 0, te = 0 


am Rande ist identisch im Innern von À 
1 ”. x 
pa, y) = — à J frogr 2pdéan D = (c—Ë) +(y—- 7) 
R 


Sei D das Gebiet, wo (bei gegebenem x, y), |Zg| = log r Ve, und D’ 
das Gebiet, wo |Zp| <logr Ve ist. Dann ist 


2ipeu < f JP œan+ [ fogrr Ve dsan < [ [Taser 
+ Ve f fiogtr dé dm 
R 


Das zweite Integral ist konvergent, wie man etwa durch Ein- 
fübrung von Polarkoordinaten sieht; sei X sein grôBter Wert 
innerbalb R; dann folgt nach 10) 


2x |p(x,y)| < Ve (1+ K) 


Die rechte Seite ist von x,y und n unabhängig; bei gegebenem 
e' kann man immer für jedes x, y u. n die GrôBe [| = |w,,,, — w,] 
kleiner als &’ machen, sobald » einen bestimmten Wert übersteigt ; 
man hat blof die willkürliche Zahl & und dementsprechend H 50 


zu wählen, daf 
rh Fo rie 
E Re 
sei. 


Die Approximationen w, konvergieren also im 
ganzen Gebiet R gleichmäfig gegen eine endliche, 
stetige Grenzfunktion w(x,y). 

Gleiches läft sich in analoger Weiïise von den Ausdrücken 


1 
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TOow,, RE FO 
[ ge de ae dy, en ds 


zeigen, wo die geraden ere a«...x, resp. B...y, resp. die 
Kurve «&...f ganz innerhalb R liegen und # die Normale zur 
Kurve bedeutet. 

Unsere Wahl der Annäherungsfunktionen w,, 
welche das Integral J immer kleiner machen, bedingt 
also die Konvergenz in allen Fällen. Soll aber w die 
Lüsung des Problems sein, d.h. soll der Grenzpunkt der J® mit 
dem Grenzwert von J für irgendwelche den Bedingungen 1), 2) 
genügende Funktionen w sicher zusammenfallen, so müssen die #, 
der weiteren Bedingung unterworfen werden, daf jede solche 
Funktion w nebst ihren Ableitungen _. ju . LE 

Ôx' dy’ Ôx 
angenähert durch einen Ausdruck der Form a,w, + a,w,+.-. av, 
und seine entsprechenden Ableitungen darstellbar sei Wenn 
ferner die w, derart gewählt wären, da aus dem Unendlich- 


kleinwerden des Integrals À Î12 (ms, —Wh) dxdy auf das des In- 

tegranden geschlossen werden dürfte (ein Fall, der wohl praktisch 

der allein in Betracht kommende ist!), besonders wenn man nur 

eine bestimmte Approximation verlangt), so würde man auch auf 
OWy OÙ 


die Konvergenz von 4w,, CETTE schlieBen kônnen, und es wäre 


— lim w,, die gesuchte Funktion. 
Über die Singularitäten, die unter den vorliegenden Umständen 
(z. B. bei Entwickelungen nach Polynomen) môglich sind, ist je- 
doch wenig bekannt, so da eine weitere Verschärfung der Be- 
dingungen, welchen die y, zu unterwerfen sind, zur PRISE 
des Beweises nôtig wird. 
Wir nennen abkürzend Hauptableitungen einer Funktion 


m+n 


die Ableitungen EE AN im = 0,1,2,8; n —= 0,1,2,8. Die Y, 


haben nun die Bedingungen zu erfüllen: 
1. sie sind, nebst ihren Hauptableitungen, in /? und auf L end- 
lich und stetig; 


2. auf L ist #, = 0, 


TE belicbig 


GER 0, somit Die 0, -=+ = 0 für 
on ox 
jedes ?; 


1) Im entgegengesetzten Falle muB nämlich die Flüche z — 4w,, bei ge- 
nügend groBem m Singularitäten ,haarformiger Art“ aufwcisen. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachbrichten. Math.-pbys. Klasso. 1908. Hef S. 16 
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8. es besteht keine Identität der Form b, Y, + b,w, +---b,w,, = 0, 
wenn nicht alle b verschwinden; 

4. sei 6(x,y) eine abteilungsweise analytische Funktion, die 
nebst ihren Hauptableitungen endlich und stetig ist, und nur inner- 
halb eines ganz in À gelegenen Rechtecks 9 von Null verschieden 
ist, wobei Grôfe und Lage von e willkürlich bleiben. Wir setzen 
voraus, daB es môglich sei, die Koeffizienten Ai und den Index 
m des Ausdruckeë 


És Fe A;y,+4,%,+..4,%, 


so zu bestimmen, da £—6,, und seine Hauptableitungen in R 
kleiner als eine vorgegebene GrôBe bleiben, wie auch im übrigen 
£ gewählt sei (also lim 6, — 6 etc, wobei die Konvergenz eine 
gleichmäfige sei. 

Es ist leicht, Funktionen #, zu bilden, die diese interpola- 
torischen Eigenschaften besitzen. Die Gleichung der Randkurve 
L läft sich immer auf die Form bringen 


F(x,y) = 0 


wo _ nicht identisch verschwindet und Æ im Innern von R von 


Null verschieden ist, im übrigen nebst seinen Hauptableitungen 
stetig und endlich bleibt. Für eine stetig gekrümmte Berandung 
wird die Gleichung oft von vornherein in dieser Form erscheinen; 
für ein konvexes Polygon mit den Seiten «,x + B,y + y, — 0 kann 
man setzen 


F = IT(a;x + B,y + y) 


Für andere Polygone und zusammengesetzte Kurven ist F auch 
meist leicht zu bilden, was hier nicht ausgeführt werden soll. 
Die Funktion _ ist dann nur innerhalb @ von Null ver- 
schieden und nebst ihren Hauptableitungen stetig und endlich. 
Wir legen den Koordinatenursprung in eine Ecke eines Z? ent- 
haltenden Vierecks. Welches im übrigen auch £ und @ seien, läBt 
sich eine solche Funktion nebst ihren Hauptableitungen in der Form 


MAX . nNTy 
SIN —- ugW., 
a a 


a 


wo P,, P, Legendre’sche Polygone, «a die Seite des Vierecks be- 
bedeuten, darstellen, wie durch Integration der entsprechenden, 
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. 


gleichmäfig konvergenten Reïhen für unter Berücksichti- 


ES 
ôz'dy° 
gung des identischen Verschwindens von £ auBerhalb À ohne 
weiteres folgt'). Setzt man also 


NTX nTy 


2 ? ny mt RE D LE pus EA 
11) w, = F°sm— SE : oder w,u== F r, (+) 2.(#) 
so wird 


M 
> À, Vins resp. Ÿ 4 Bon Pi 


m,n =1l m,n=1l 


gleichmäfig gegen € konvergieren, und gleiches gilt von den Haupt- 
ableitungen; es ist z. B. 


. æ On 
RER 
; se : pe . N5 
où Tim PU Dé a MTL nee MAY | pr S 7 M co os UE din "] 


- ; LA RCE Ro (z 06 
Der Limes der Klammer ist aber gleich TS ei F = ñ) Re 


Da ferner auch auf Z aufer #,, = 0 noch gilt 


- ie 2 FE oF .9 sin 77 FU co os | sin . aps 


und ebenso — 0, so erfüllen die w,, alle vorgeschriebenen 


Vpn 
dy 


Bedingungungen. 

Bei konvexen Polygonen wird man den Ansatz w,, bevor- 
zugen, da F selbst ein Polynom ist; die Quadraturen lassen sich 
dann in terminis finitis ausführen. 

DaB man auch auf manche andere Weise, insbesondere durch 
Einführung neuer Variabelen geeignete Funktionen w, bilden kann, 
ist selbstverständlich und soll hier nicht näher ausgeführt werden. 

Um nun bei diesen Voraussetzungen über die y, zu zeigen, 


1) Auf dem Rande und auf den Kurvenstücken, auf denen F verschwindet 


und die auferhalb R, aber innerhalb des Quadrats gelegen sind, hat _ ZU- 


nächst die Form _ die Entwickelungen ergeben hier bekanntlich den aus der 


Stetigkeit folgenden Wert, also O. 
107 
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daB w — lim uw, wirklich das Integral J zu einem Minimum macht 


m = OO 
und somit die gesuchte Lôüsung ist, benutzen wir eine im wesent- 
lichen von Herrn Hilbert!) gegebene Methode. 


Wir setzen zunächst die nur innerhalb R definierten Funktionen 
y, und f auBerhalb dieses Bereichs gleich Null, wobei für #, 
[0] 17 ÔŸ, 
ôx ‘ Ôy 
letzt wird; ferner legen wir die Koordinatenachsen in der Weise 
da sie keinen Punkt mit À gemein haben. Sei dann 


v. Gen = JS SSI 


J , ; » : : F (x, y) dx dy” 


wegen der Randbedingungen die Stetigkeit nicht ver- 


ro, dx” dy ; 


F(x, y) 


so konvergieren, wie oben bewiesen wurde, U,, und seine Ableitungen 
bis zur 4. Ordnung, ferner 
SU, PO, DT DO ONE 107 Dis var 


in 


Ga oÿ — J 6x ‘*’ yon’ 6 oy oyox” 


gleichmäfig gegen eine Funktion U und ihre entsprechenden Ab- 
leitungen; ferner sind 


SU,  dw, OU,  o0, ŒU, 


me 


Oxo Or ? Oyox Oy * 0x op 


= Un 
auf L gleich Null. Durch partielle Integrationen läft sich dann 
die Gleichung (8) in die Form bringen 


À dE f 


wobei im Randintegral alle Glieder in U,, die nicht verschwinden, 
konvergent sind, und nur die Hauptableitungen von £, vorkommen. 
Endlich konvergieren auch die im Doppelintegral auftretenden 
PDT 0 Dis OU, » Ve vil 

Fan op a pires Die noch willkürlichen 
Koeffizienten À, die in &, eingehen wählen wir s0 daB gleichmäfig 
lim£,, = £, wobei £ irgend eine Funktion der oben definierten Art 


Ableitungen 


1) D. Hilbert. Über das Dirichletsche Prinzip. Festschrift der Kgl. Ge- 
scllschaft der Wissenschaften zu Güttingen, math.-physik. Klasse, Berlin 1901. 
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sei; gleiches kann, nach Voraussetzung, auch für die Hauptab- 
leitungen angenommen werden. Unter diesen Umständen kônnen 
wir zum Limes übergehen, und da € nur innerhalb o von Null 
verschieden ist verschwindet das Linienintegral, und es wird für 
jedes solche & 


; = 4 0° 
12) 0 — JJ (GAU—F) ss dedy. 


Nun beweist aber Herr Hilbert a. a. O. folgendes Lemna: 


Sei £ eine innerhalb des Rechtecks einschlieBlich dessen Seiten 
mit ihren Hauptableitungen endliche, stetige, abteilungsweise ana- 
lytische Funktion, die auf den Seiten x = a, x — a’ des Recht- 


ecks den Bedingungen £ — 0, … = 0, SE — O genügt; auf 
den Seiten y — b, y — b', den Bedingungen & — O0, _ (0, 


LS 


Tor 0. Wenn dann für jedes solche 6 das Integral 


dE 
Q 


verschwindet, wo @ eine in 9 einschliefilich der Seiten stetig ver- 
laufende Funktion ist, so ist notwendig @ von der Form 


D = X,+ X,y + X,y + DCE Y,x + Y,æ 


wo X,X,X, stetige Funktionen von x allein; Y,, Y,, Y, solche 
von y allein sind. 


Dieser Hilfsatz ist auf (12) anwendbar; denn aus der Hilbert- 


schen Bedingung & — O0 für ee a folgt auch _ me 0, ". 
— 0,..., ebenso folgt aus LP HOT 4; ms 0, 

ET 0x | dx y 
xd — 0, u.s.w., so daf sämtliche Hauptableitungen von £, mit 

6 

Ausnahme von es auf den Rändern des Rechtecks verschwinden 
müssen; da ferner die spezielle Gestalt von &, die Herr Hilbert 
zu seinem Beweise benutzt, auch die Bedingung _ ES = — 0m 


Rande erfüllt, kann auch diese Bedingung 6 auferlegt werden: 
es schliefen sich also, mit andern Worten, die Werte von £ und 
dessen Hauptableitungen stetig am Rande an die äufern Werte, 
nämlich Null, an. Die von Herrn Hilbert gestellten Bedingungen 
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sind also .äquivalent den oben sub 4) über £ gemachten Voraus- 
setzungen. Es folgt somit 

13) JIU-F = X,+X,y+X,Y+Y,+Yz+},r 

im Innern des Rechtecks 9. Setzt man endlich, unter («, B) die 
Koordinaten einer Ecke von o verstanden, 


V = U—fS  S'atx, +yX,+yX,] 


2 P'atr+er+e 7] +2f de. x, +2 fax, 
pe 


14) DAVEENP(E, d) 

wo V und seine Ableitungen bis zur 4. Ordnung stetig sind. 
Nach Mathieu ist aber bei dieser Gleichung der Ausdruck des 
Greenschen Satzes der folgende: 


van = 8 f [rio FEmdantT = (6-8 + 6-7) 


wo ZT'ein über den Rand von eg genommenes Linienintegral ist 
welches im Innern eine analytische, der Gleichung Z4T = 0 ge- 
nügende Funktion darstellt. 

Aus diesem Satze, welcher nur als Ausdruck der Stetigkeits- 
eigenschaften der Integrale partieller Differentialgleichungen uns 
wichtig ist, folgt zunächst 


oV il s oT 
 — ras J J' — (r le r) F'dë dn + 


mur ë af] “A ee FdEdn+ _ 


_ NL log r Le E dŒun+T 


wo T' dieselben er bat, wie 7. Man erhält durch 


Wiederholung derselben Operation, und wege EE x) SE Ai 


CR 4 CRCROURS ANT ART + » 

sean = aoap == 0 J fr'lerf@masans 7 
woraus folgt : 

Die Funktion w = limw,, besitzt im ganzen Recht- 


m= 1 


eck p endliche, stetige Ableitungen bis zur vierten 
Ordnung und genügt der Gleichung 


16) da = f(x,y) 


Tafel IV: 1908 Dezember 28. Mische Registrierungen in Gütiingen 1908 etc. 


Fig. 1: 1200kg-Pendel, E -W 
Zeitcorrectur: + 39 


P 
mn 


Fig. Il: 200kg-Pendel, NE-S 
Keine Zeitmark 
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und da die Lage und GrôüBe von @ willkürlich sind, gilt dieser 
Satz im Innern der ganzen elastischen Platte R. 
Aus w = lim, folgt ferner daB w am Rande verschwindet, 


: m= D a , : 
und gleiches gilt von _. wie sich aus dem Satze 
: 3 où, PRO 7 
lim sk Me ds = ! ôn ds 


leicht folgen läft. 

Es ist also w die gesuchte Lôüsung, die wir somit 
im engsten Anschluf an das Dirichletsche Prinzip 
konstruiert haben; womit gleichzeitig bewiesen ist, daf das 
Minimum des Integrals auch wirklich erreicht wird. 

DaB sich diese Methode ohne Schwierigkeit auf andere Pro- 
bleme ähnlicher Art, insbesondere auf das klassische Problem von 
Dirichlet, ausdehnen läft, soll an anderer Stelle ausgeführt werden. 
Hier môüge noch an einem Beispiel gezeigt werden daf sie sich 
auch, und zwar mit Vorteil, auf die Eigenschwingungen 
elastischer Kôürper anwenden läft. 

Die Gleichung der Eigenschwingungen einer Saite läft sich in 
der Form schreiben 

dy 


PE | — 0, mit y(+1) = 0, y(—1) = an den Enden, 


eine Forderung die aus dem Minimumwerden des Integrals 


cl 2 
", \dx 
+1 
JE y dx — | 
1 


sich ergibt. Wir suchen die Lôüsung, die in diesem speziellen Falle 
durch trigonometrische Funktionen gegeben ist, nach der allge- 
meinen Methode durch Polynome zu approximieren. Das allge- 
meinste Polynom welches den Symmetrie- und Randbedingungen 
der Fundamentallôsung genügt, ist 


Yn = (x° Ne 1) [a, Æ LU g LE as a ax a æ”]. 


Ist also 4, ein Lagrangescher Faktor, so haben wir die a; so zu 
wäblen dal 


+1 2 +1 
{ (4) = gi} — Min, mit f ACER À 
1 “ -1 


mit der Bedingung 


248 É W. Ritz, 


Dies gibt ein System linearer, homogener Gleichungen für die 
a;,, dessen Determinante verschwinden mu, wodurch sich 1, be- 
stimmt als kleinste Wurzel einer algebraischen Gleichung nten 


SE 
Grades.  Dieses 1, konvergiert rapide gegen das x — . der 
Fundamentallôsung y — cos: Füxs.— List 21, =: 6; fir 
n = 2 ergibt sich 2 4, — 4,93488 …; für n — 3, 24, — 4,934.802.217 
während 2x° — . — 4,934.802.200 … ist. Der Fehler ist also 
bei der dritten Approximation drei Milliardstel. Bei den Ober- 
tônen (grôBere Wurzeln der algebraischen Gleichungen in 1,) ist 
er wesentlich grôBer. Es weicht ferner y, von y in dritter Approxi- 
mation nur in der sechsten Stelle ab. Da aus den Gleichungen folgt 


+1 3 
à = nf (4 
_ \ dx 
so ergibt sich von vornherein da8 die Schwingungszahl des Fun- 


damentaltons das durch die Methode am genauesten gegebene 
Element ist. 


Sur l'application des équations intégrales au 
problème de Riemann. 


par Eugenio Elia Levi à Pisa (Italia). 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 16. Mai 1908. 


Dans le troisième de ses classiques mémoires sur les équations 
intégrales!), M. Hilbert a réduit à une équation intégrale la ré- 
solution du problème de Riemann et d’autres problèmes analogues 
relatifs à la détermination d’une ou de plusieurs fonctions d’une 
variable complexe dont les parties réelles et les coefficients de 
l'imaginaire satisfont sur un contour fermé à certaines rélations 
linéaires. Je me propose de signaler dans les lignes qui suivent 
une petite difficulté qu’on rencontre dans le mémoire de M. Hilbert ?), 
et de montrer comment on peut mettre le résultat à l'abri de 
cette objection: j'espère qu’on me pardonnera d’avoir exposé ces 
considérations tres simples en vue de l'importance fondamentale 
des résultats de M. Hilbert. 

Soit C une courbe fermée, que nous supposerons avec M. Hilbert, 
pour plus de simplicité, analytique; ! sa longueur totale, s (ou 6) 
l'arc compté sur C à partir d’un point arbitraire. Étant donnée 
une fonction f(xy,En) des deux points xy,Ën désignons par f(s, En), 
f(xy, 6), f(s, 6) les fonctions auxquelles se réduit f lorsque un des 
points æy, En ou tous les deux viennent sur C. M. Hilbert consi- 
dère la fonction A(xy; En)*), qui satisfait à l'intérieur de C à 
l'équation | 


1) Gôttinger Nachr. 1905, Heft 4, pag. 307—338. 

2) Cette difficulté m'a été indiquée par M. Levi-Civita. 

3) La fonction A (xy, Ën) définie par les conditions qui suivent, renferme 
encore une fonction arbitraire de Em, mais cela n'a aucune importance pour ce 
qui suit. 
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OANIO Are o 
Ox° re OF ER 
et sur C à la condition 
 "OA(S: ol 
@) . ui AE oe te (œy; ën) = VAE) + (y —n)] 


où », indique la normale teneurs à C dans le point s. Soit 
(2) G(ey, En) — — log r (xy, En) + À (ay, En). 


Les formules fondamentales d’où découlent tous les raisonne- 
ments de M. Hilbert sont la formule 


PR af Es OLA RTL 
[form. a pag. 311] 


— qui donne les valeurs de la partie réelle « d’une fonction 
u+iv d'une variable complexe, donnée dans le champ intérieur 
à C, par les valeurs que prend sur C le coefficient v de l'imaginaire 
—, et les formules analogues (7) [pag. 311], (11) et (12) [pag. 314] 
pour les valeurs de v et pour le cas du champ extérieur à C. 
La fonction G(s,6) est singulière dans le point s — 6, mais 
M. Hilbert remarque que logr(s.o) a la même singularité que la 


fonction log L sin . =)! et il en conclut que Œ(s:,6\ peut 


être mise sous la forme 


| 
(4) G(s,6) = —log = sin F- (s— 6) + A*(s, 6) 
A* (s,6) étant une fonction partout régulière. D'où il suit qu'on a 
(5) ar = — T cote + i ete) au 2 [form. (5) pag. 311] 


et qu’il suffit de prendre dans la formule (3) comme valeur de l’in- 
tégrale la valeur principale, et en outre que dans les équations 
intégrales déduites par M. Hilbert la partie singulière de ces fonc- 
tions disparait complètement. 

C’est cette dernière conclusion rélative à la fonction A*(s,0) 
qui ne me semble pas tout à fait exacte. Car la fonction À (xy, Er) 
est une fonction régulière de xy, ën seulement quand des points 
En et zy l'un au moins n'appartient pas à C, mais, lorsque les 
points viennent tous les deux sur C, elle aussi aura une singularité: 
et d'autre part A*(s,6) ne difftre de A(s,6) que par une fonction 
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partout régulière. Heureusement — et c'est ce que je me propose 
de montrer — la singularité de A(s,6) est d’une nature tout à 
fait analogue à la singularité de —logr(s,o); de manière qu'il 
suffira d'écrire à la place des formules (4) et (5) les formules 


G(s,6) = —2 log L sin  (— 6)| + A*(s, 6) 
S ne 


a 2. 2 cotg 7 (o—s)+ 
pour que la nouvelle fonction A*(s,6) soit réellement une fonction 
régulière de s et de 6, et qu’on puisse répéter tous les raisonne- 
ments de M. Hilbert. 

Il est donc question d'étudier la fonction À (xy, Ën). Si nous 
la déterminons par la méthode de Robin, A(xy,Ë£y) sera donnée 
par la formule 


1 
A Qu, ED = 3 [108 r (an, 9 9 (6: bn) ds 
C 
où la fonction q(s, En) est la solution de l'équation …—. 


Ce ee os Cl 


équation que nous savons avoir toujours une et une seule solution. 
Posons 


EE AL PET ,6) sie En) à 


[LI 


f(s,Ën) sera une fonction toujours régulière même lorsque £r vient 
0 log r'(s,6) 
LÉ RAR 
et f(s, En) n’est autre chose que le potentiel de double couche qui 
Ologr(s,6) 

| Ôôn, 
Si nous posons Tone 


p (s, En) — 


sur C. En effet la fonction - est une fonction régulière, 


a pour moment 


0 log» (s, Er 
8 CRIER 57) +v(s, Er), 
$ 
la fonction # sera une solution de l’équation intégrale 


L 01 Fi ; 2x 
— (5, +] Ne (0, En) dé = —f(s En) + 


et elle sera donc une fonction de s et de Er régulière même quand 
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£n vient sur C: nous pouvons dire que la fonction y(s, Er) devient 
alors la fonction Ÿ (s,6) qui est la solution de l’équation 


1 ol ‘0! ol 
n'e Eu ee ) (a, s)ds, = Tr 
C 
1 Olog r (s,0;) dog” (,, 6) ee 2x. 
E ANT On, DEC l 


‘On aura donc 


1 0logr (s, ë 
A (xy, ën) = — ul log r (xy, ETC ED 44 5, ë) 
C 8 
où 
1 
E (ay, ën) = 4 (y, s) vs. En) ds 


est une fonction toujours ss 

Supposons maintenant que, 27 étant à l’intérieur de C, Ë£r 
vienne dans un point de C: nous aurons alors de la formule pré- 
cédente 

ee 6) 

A(xy,6) = —logr(xy, 6) — sh logr(xy,s) ——-—— ds+E (xy,s). 
Et maintenant il suffit de remarquer que l'intégrale de cette der- 
nière formule est un potentiel de simple couche dont la densité 
est toujours finie et régulière, pour en conclure qu’elle est encore 
régulière même quand xy vient sur C; et qu’on a donc 


A(s,6) = —logri(s, o)+E, (s, 0) 


où E,(s,6) est une fonction partout régulière 
q. e. d. 
Je remarquerai encore que la propriété que nous avons dé- 
montré pour la fonction À (xy, En) est analogue à la propriété 
bien connue 


lim y(xy, Ën) = logr(xy, 6) 
En — 6 


qu’appartient à la fonction harmonique 4(xy, En) définie par la 
condition de prendre les mêmes valeurs que log r (xy, En) sur le 
contour C; propriété que l’on déduit aisément de la formule 


g (xy, En) — g (En, xy). 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


XX. 
Von 


0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Juli 1908. 


I. Ueberführung von Nopinon, C»N1:0, in B-Pinen, CioH16, 
Camphen und Campher CioH160. 


Vor Kurzem habe ich darüber berichtet (Gütt. Nachr. 1908, 23), 
daB bei dem Versuch aus Nopinon durch die Nopinolessigsäure 
hindurch zum B-Pinen zu gelangen, an Stelle dieses Kohlen- 
wasserstoffs ganz unerwarteter Weise Fenchen erhalten wurde. 

Nun habe ich früher schon aus Fenchylchlorid zwei verschie- 
dene Fenchene erhalten, von denen das eine eine bei 153° schmel- 
zende æ-Oxysäure CioHi16O3 liefert, das andere eine bei 137° 
schmelzende. 

Bei den ersten, neulich mitgeteilten Versuchen, bei denen dem 
Nopinolessigester mit Hülfe von Kaliumbisulfat Wasser entzogen 
und nach der Verseifung die entstandene ungesättigte Säure durch 
- trockene Destillation zur Kohlensäureabspaltung gebracht worden 
war, resultierte nun ein d-Fenchen, welches bei der Oxydation 
die bei 153° schmelzende Oxysäure lieferte. Die Reaktion ist 
dann mehrfach — scheinbar unter genau denselben Bedingungen — 
wiederholt, nunmehr wurde aber immer ein Fenchen erhbalten, 
welches die niedriger schmelzende Säure bei der Oxydation gab. 
Diese heiden isomeren Fenchene künnen also augenscheïnlich leicht 
in einander übergehen, was sich übrigens auch schon aus früheren 
Beobachtungen [Annalen 315, 281] folgern lief. 
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Es war aber auch in keiner Weïise anzunehmen, daB das er- 
haltene Fenchen seine Entstehung aus Nopinolessigsäure einer 
ganz einfachen Reaktion verdankt. Es mufte versucht werden 
den Vorgang noch eingehender zu studieren, namentlich in der 
Hoffnung, da es schlieflich doch môglich sein müsse, das erwar- 
tete Spaltungsprodukt der Nopinenessigsäure, nämlich das B-Pinen 
wirklich zu isolieren. 

Nach vielen vergeblichen und mühsamen Versuchen, auf die 
hier nicht ausführlicher eingegangen werden soll, ist das lange 
angestrebte Ziel nun auch glücklich erreicht worden. Der Wepg, 
der dazu gedient hat, soll im Folgenden kurz beschrieben werden. 

Um die Reaktion, um die es sich handelt, schrittweis auf- 
klären zu kônnen, wurde zunächst versucht das erste Reaktions- 
produkt als solches zu isolieren. 

Bei der Einwirkung von Zink und Bromessigester auf Nopinon 
sollte sich nach aller Analogie zunächst der Ester bilden: 


HO CHCOR 
Co 
A ère +Z ke Cd 
n 
CH DCE À ÉeCH, COR CE 2 
—> (CHa)2C 


CE: CH: CH: 
ÿ ME 
H H 


Da früher mehrfach die Erfahrung gemacht worden ist [An- 
nalen 314, 150; 360, 31], daf die Oxyester bei der Verseifung 
gern hydrolytische Spaltung unter Rückbildung des Ausgangs- 
ketons erleiden, war bei den ersten Versuchen dem Oxyester 
sofort Wasser entzogen und dann erst der entstandene ungesät- 
tigte Ester verseift worden. Jetzt wurde der Versuch gemacht, 
der Nopinolessigsäure als solcher habhaft zu werden. Es gelang 
das auch unerwartet gut. 

Der Nopinolessigester lieB sich zum groBen Teil unzersetzt 
verseifen. Es wurde dabei zwar auch Nopinon zurückgebildet, 
aber doch immerhin etwa 77 ‘Jo vom zur Reaktion gelangten No- 
pinon an Oxysäure gewonnen, welche sich als eine leicht isolier- 
bare, gut charakterisierte Verbindung erwies. 

Die aus Ligroïn umkrystallisierte Nopinolessigsäure 
CuHisOs schmilzt bei 83—85°. Mit Uebergehung aller Versuche, 
welche sonst mit der Oxysäure angestellt wurden und die an 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium zu Gôttingen. 255 


anderer Stelle mitgeteilt werden, soll hier nur die Versuchs- 
anordnung angegeben werden, unter der die Umwandlung der 
Säure in Pinen mit Sicherheit gelingt. 

30 g Nopinolessigsäure werden mit dem gleichen Gewicht 
Essigsäureanhydrid auf dem Wasserbad erwärmt. Es erfolgt 
Lôsung und dann lebhaftes Aufsieden. Es wurde nun noch etwa 
‘ls Stunde gekocht und die Operation dann unterbrochen. Es 
ergab sich, daf unter diesen Bedingungen aus der reinen Nopinol- 
essigsäure augenscheinlich schon 2 verschiedene ungesättigte Säuren 
entstehen. Die eine ist so unbeständig, daB sie sofort Kohlen- 
säure abspaltet und Kohlenwasserstoff liefert, die andere ist be- 
ständiger und erleidet die entsprechende Spaltung erst wenn sie 
der trockenen Destillation unterworfen wird. | 

Das erhaltene Reaktionsprodukt enthält also aufer Essigsäure 
und Essigsäureanhydrid Kohlenwasserstoff und organische Säure. 
Man gieft nun die erkaltete Flüssigkeit in Wasser und bläst den 
vorhandenen Kohlenwasserstoff mit Dampf ab. Dieser Kohlen- 
wasserstoff besteht wesentlich aus B-Pinen. Er wird, wenn er 
mit Natronlauge gewaschen, nochmals durch Dampfdestillation ge- 
reinigt und dann über Natrium rectificiert wird, mit folgenden 
Eigenschaften erhalten: 

Siedepunkt 162—163°. Die sonstigen physikalischen Kon- 
stanten wurden an Präparaten, welche aus verschiedenen Dar- 
stellungen stammten, ermittelt, und, wie folgt gefunden : 

1) de — 08660, nn — 14724, « — —22° 20, M — 44.01. 
2) de — 0.8675, np — 14749, « — —229 5, M — 44.15. 

Für CioHie berechnet sich M — 43.53. Die gefundene Mo- 
lekularrefraktion entspricht also ganz der nach meinen Beob- 
achtungen [Annalen d. Ch. 347, 318; 360, 37] für einen Methen- 
kohlenwasserstoff zu erwartenden. 


Die Analyse beweist, daB reiner Kohlenwasserstoff vorlag: 
0.1230 g gaben 0.3974 CO: und 0.1316 H:0. 


Berechnet für CioHi16 Gefunden 
C — 88.16 88.12 
H— 11.84 11.97. 


DaB dieser Kohlenwasserstoff nun Links B-Pinen vorstellt, 
welches auferdem nur noch kleine Mengen von Fenchen enthält 
und daB der synthetische Kohlenwasserstoff jedenfalls das reinste 
B-Pinen ist, welches man zur Zeit überhaupt erhalten kann, geht 
aus folgendem Verhalten hervor: 

1) Bei der Oxydation mit Permanganat unter Zusatz von 
17 * 
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etwas Aetznatron erhält man aus dem Kohlenwasserstoff ein 
schwer lôsliches Natriumsalz einer «-Oxysäure, welche folgende 
Eigenschaften aufweist : 
Schmelzpunkt 126—127°, linksdrehend : 
S — 0.3752, L (Acther) = 0,01, d — 0,740, 
— 157 p= 012% Al= 1 rh a — — 44 
[lb = —16° 11’. 

Beim Erwärmen mit Bleisuperoxyd wird die Säure zu No- 
pinon oxydiert. Schmelzpunkt des Semicarbazons 187—188°. 
Das Semicarbazon erwies sich, wie das des gewôhnlichen Nopinons 
als rechts drehend. 

Die freie bei 126—127° ‘schmelzende Säure erlitt mit Nopin- 
säure aus natürlichem Pinen gemischt keine Schmelzpunktsdepres- 
sion. Es ist also aus dem synthetischen Kohlenwasser- 
stoff Nopinsäure entstanden, welche in allen Stücken mit 
der bekannten Nopinsäure aus natürlichem B-Pinen 
identisch ist. [Vergl. Annalen 356, 228.] 

2) Neben Nopinsäure entstand aus dem synthetischen Kohlen- 
wasserstoff ein in kaltem Wasser schwerlôüsliches Glycol vom 
Schmelzpunkt 75—77°. 

0.1012 g gaben 0.2611 CO: und 0.0982 H:0. 


Berechnet für C1oH1802 Gefunden 
C — 70.53 70.37 
H — 10.66 10.86. 


Nun wurde eine an B-Pinen reiche Fraction von entsprechendem 
Siedepunkt aus amerikanischem Terpentinôl in gleicher Weise 
oxydiert und dabeïi ein bei 75—77° schmelzendes Glycol (aber in 
geringerer Ausbeute als aus synthetischem B-Pinen) erhalten, 
welches sich mit dem oben beschriebenen als unzweifelhaft inden- 


tisch erwies. 
0.109383 g gaben 0.2821 CO: und 0.1058 H:0. 


Berechnet für Ci1oH18O2 Gefunden 
C — 70.53 70.39 
H — 10.66 10.88. 


Môglicher Weïise hat G. Wagner schon Spuren dieser Ver- 
bindung in Händen gehabt. Denn er erhielt bei der Oxydation 
von Terpentinôl ,eine ziemlich feste, krystallinische, äuferst hy- 
groskopische Masse“, die von den anhaftenden Mutterlaugen zu 
trennen nicht gelang. Nach langwieriger Reinigung wurden Kry- 
stalle vom Schmelzpunkt 76—78° erhalten, ,welche wahrscheinlich 
das reine Glycol vorstellten. Ihre Menge war aber so gering, 


17 0# 
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daB sie zur Analyse nicht ausreichte“. [Ber. 27, (1894) 2275. 
Falls diese Verbindung mit der leicht aus B-Pinen erhältlichen 
identisch war, ist die Ansicht Wagners, der sie als Abkômmling 
des «-Pinens [Formel (1)] ansprach, über deren Constitution wider- 
legt. Dem Glycoll mu vielmehr die Formel (II) 


LR CH 0H 
COH COH 
ne à" 
| HOHC/ cm NCH PRICE UE 
purs | 
HAS CH ce CE: 
| 
CH CH 


zugeschrieben werden. 

3) Der aus Nopinolessigsäure erhaltene Kohlenwasserstoff 
wurde unter den bekannten Bedingungen mit Eisessig-Schwefel- 
säure behandelt, um eventuell ein Hydratationsprodukt zu erhalten. 
Es zeigte sich aber, daB dabei der bei 162—163° siedende Kohlen- 
wasserstoff lediglich zu einem hôüher (zwischen 175—180°) sie- 
denden invertiert worden war, der sich als Terpinen erwies. 
Daneben waren kleine Mengen Isofenchylalkohol entstanden, 
was wohl auf einen geringen Fenchen-Gehalt im angewandten 
Präparat zurückgeführt werden muf. 

Es mag hier gleich eingeschaltet werden, daB die oben er- 
wähnte zweite bei der Wasserabspaltung aus Nopinolessigsäure 
entstehende, schwerer unter CO:-Abgabe zerfallende Säure bei 
diesem Zerfall nicht B-Pinen, sondern Fenchen liefert und dem 
synthetischen B-Pinen daher sich leicht etwas Fenchen beimengen 
wird. 

4) Das synthetische B-Pinen wurde teils in ätherischer, teils 
in Eisessig-Lôsung mit trocknem Chlorwasserstoff gesättigt. In 
beiden Fällen entstand ein (remenge von Dipentendichlor- 
hydrat CioHi6. 2HC1 und Bornylchlorid C10H11Cl, welches 
sich durch fraktionierte Destillation annähernd trennen lies. 

Das Bornylchlorid schmolz schon nach einmaligem Umkry- 
stallisieren aus Aether bei 117—12)° und war wie der Ausgangs- 
kohlenwasserstoff, linksdrehend. 

S = 1.105, L (Aether) = 65.724, d = 0.756, 
t 119%, p:==116,18 ‘/, 1— 1dm «= —2° 47 
[alu = — 22,7% °. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1908. Heft 3. 17 
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0.1208 g gaben 0.1075 AgCl. 
Berechnet für C:oH17C1 | Gefanden 
C1 — 21.81 22.00 ‘0. 


Durch Chlorwasserstoffentziehung nach der früher von mir 
ausgearbeiteten Methode (Annalen 2839, 6) lieB sich das Bornyl- 
chlorid in Camphen überfübren, das bei 158—160° siedete und 
beim Abkühlen auf 0° erstarrte. Das Camphen wurde seiner- 
seits der Hydratation unterworfen und auf diese Weise inaktives 
Isoborneol vom Schmelzpunkt 210—212° erhalten. Das Iso- 
borneol endlich gab bei der Oxydation Campher mit allen für 
diese Verbindung charakteristischen Eigenschaften. Die Identi- 
ficierung wurde durch Ueberführung des Ketons in das Semi- 
carbazon und Oxim vervollständigt. 

Mit der Ueberführung von Nopinon CoH140 in Campher CioH160 
liegt die erste Synthese von Campher aus einer an Kohlenstoff 
ärmeren Verbindung überhaupt vor. 

Was das B-Pinen betrifft, so sind dessen Epehschaftent jetzt 
auch zum ersten Mal genauer feststellbar geworden, denn der 
synthetische Kohlenwasserstoff ist, wenn auch nicht absolut ein- 
heitlich, so doch reiner als irgend ein bis dahin bekanntes B-Pinen 
führendes Material. Besonders ist die Feststellung der Tatsache 
wichtig, daB B-Pinen bei den erwähnten Abwandlungen sich genau 
so verhält wie «-Pinen. Das läft vermuten, daf B-Pinen sich 
wird in «-Pinen überführen lassen und namentlich in dieser Rich- 
tung werden die Versuche fortgesetzt, bei denen ich mich der be- 
währten Mitwirkuang meines Assistenten Dr. Werner Lan” 
zu erfreuen hatte. 


II. Ueber die beiden Alkohole der Terpinenreihe. 
(Mitbearbeitet von Fritz Meister.) 


In einer früheren Arbeit habe ich nachgewiesen, daf dem im 
Cardamomenël und im Majoranaël natürlich vorkommenden, sowie 
dem durch Hydratation aus Sabinen erhältlichen aktiven Terpi- 
nenol unzweifelhaft die Formel: 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium zu Gôttingen. 259 


CHs 
4 
AN: Ncx 


Ca 


CH(CHL) 


zukommt. Bei der Oxydation dieses Z1-Terpinenol (4) — Z:-p- 
Menthenol (4) kommt man zu einem bei 114—116° schmelzenden 
Trioxyterpan : 

CH 


| 
C.OH 


H:C/ NCHOH | 


HO Jen 


OH 
| 
CH(CH:) 


welches folgendes Verhalten zeigt: 1) beim Erwärmen mit Säuren 
liefert es (neben Cymol) Carvenon, 2) bei weiterer Oxydation 
mit Permanganat entsteht daraus eine Säure CioHisOs von sehr 
charakteristischen Verhalten. Die Säure trat in zwei Modifika- 
tionen auf a) einer optisch aktiven, bei 205 —-206° schmelzenden, 
b) einer optisch inaktiven, bei 188—189° schmelzenden. Beide 
Säuren lassen sich leicht in mit Wasserdämpfen flüchtige Bilac- 
tone CioH1404 überführen. Das der aktiven Säure a zugehô- 
rige schmilzt bei 63—64°, das der inaktiven Säure b zugehô- 
rige bei 72—73°. Die Konstitution dieser Verbindungen ist nun 
dahin aufgeklärt worden, daf die Oxydation des oben erwähnten 
Trioxyterpans nach folgenden Schema verläuft : 


14° 
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CHE CH CH 
Cox <-oK Cox 
a ee H:0// CO ee NCOOH 
ES ses | 
me CH S CH: HCL C00H 

You (on 


.OH 
| | de 
CH(CB:} CH(CH:} (CHs} 
Die beiden erst erwähnten Säuren sind also nichts anders als die 
aktive und die inaktive Form der a«æ«-Dioxy-«-Methyl-«'- 
isopropyl-Adipinsäure. Diese Säure vermag in das Bilacton 
CH: 


CH(CH3) 
überzugehen, das in dem bei 72—73° schmelzenden Präparat in 
der inaktiven, in dem bei 63—64° schmelzenden in der aktiven 
Modifikation vorliegt. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Auffassung wurde auf 
dem Wege geführt, daB die als Oxydationsprodukt des Terpi- 
nenol (4) erhaltene Bioxysäure durch weitere Oxydation in w-Di- 
methyl-Acetonylaceton übergeführt wurde, ein Vorgang, 
der sich nach dem folgenden Schema leicht erklärt : 


Le CH: 
C—0OH Co 
< 1 
ce NCOOH CH” 
| + Or: = | + 2 CO: + 2H:20 
CHU COOH CH, 
NX 
Ne 
Ü—OH Co 


bacces, CH(CHs): 
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Auf der anderen Seite gelang es, aus w-Dimethyl-Dia- 
cetonylaceton, welches einer anderen Quelle entstammte, durch 
das Cyanhydrat hindurch die &æ'-Dioxy-«-Methyl-a'iso- 
propyl-Adipinsäure in ihrer inaktiven bei 188—189° schmel- 
zenden Form synthetisch aufzubauen: 


CH: CHs QE 
Go ox d_ OH 
RÉ 4 Den CA Ne 
CH More | A, COOH 
; CH CN CH 
00%: AR ee 
CCE» CH(CHy CCE» 


Diese Säure erwies sich mit der aus dem Terpinenol ent- 
standenen als vôllig identisch. 


Der zweite Alkohol der Terpinenreihe, das Terpinenol (1), 
CHs 
| 
C.OH 


mo No 
H | Æ 
LN / 


| 
CH(CH:) 


ist in einem Vorlauf des Handelsterpineols aufgefunden worden. 
Bei der Oxydation mit Permanganat liefert es ein bei 120—121 ° 
schmelzendes, schôn krystallisierendes Glycerin, welches bei der 
Oxydation mit Permanganat gleichfalls œx'-Bioxy-x-Methyl-«-iso- 
propyladipinsäure liefert : 
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CH Es his 
| 
C.OH c. OH C—OH 


Lot Non Le No Hot ODA 


H:2C ee H:C Fu HC! COOH 
A 


+ 
ao» CH(CHx AN 


Das 1. 3. 4 Trioxyterpan aus Terpinenol (1) verhält sich 
aber ganz anders gegen Säuren als das 1. 2. 4. Trioxyterpan aus 
Terpinenol (4. Während letzteres beim Erwärmen mit Salz- 
säure Carvenon liefert (s. oben), erhält man aus ersterem unter 
denselben Bedingungen neben Cymol ein Menthenon von fol- 
genden Eigenschaften: 

Siedepunkt 235—237°, dis — 0.9375, nn — 1.4875 bei 19°. 

Das Semicarbazon dieses Ketons zeichnet sich durch grofe 
Schwerlôslichkeit aus und schmilzt bei 224—226°. Den Vorgang, 
der zur Bildung dieses Ketons führt, kann man sich durch fol- 
gende Formeln verdeutlichen : 


CH: CH: CH: 
bon e c- 
mo Nu mo Vo HN 
> Qi eo) 28 
EC CH.0H H:C C.OH H:C CO 
Ne : NA “ei 
C.OH C CH 
CHE» CH(CHs CHCH) 
1. 8. 4 Trioxymenthon. d'-Menthenon. 


DaB wirklich ein Menthenon vorliegt, wurde durch Ueber- 
führung der Verbindung in i-Menthon durch Reduktion nach- 
gewiesen. Für den Schmelzpunkt des Semicarbazons des 
inaktiven Menthons wurde 212° ermittelt. Auch das Oxim 
des i-Menthons schmilzt hôher als das des bekannten aktiven. 

Sehr auffallend ist der hohe Siedepunkt des 7'-Menthenons. 
Zum Vergleich wurde das schon bekannte 7*-Menthenon 
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ds 
H:C né NC 


| 


#4 co 


\/ 


bac, 


aus Menthen durch das Menthennitrosochlorid hierdurch hergestellt. 
Das Semicarbazon dieses Menthons schmilzt bei 142° und ist 
leicht lôslich. Das aus dem reinen Semicarbazon regenerierte 
Keton zeigte folgende Eigenschaften. Siedepunkt konstant 213°, 
d = 0.918, nn — 4720 bei 20,5, M — 46.37. 

SchlieBlich ist es auch gelungen, die beiden oben besprochenen 
Terpinenole auf synthetischem Wege aufzubauen. 

Das Terpinenol (4) wurde, wie neulich schon mitgeteilt 
ist, in seiner aktiven Form aus Sabinenhydrat gewonnen, das aus 
Sabinaketon und Methylmagnesiumjodid erhalten war (Gôtt. Nachr. 
1908, S. 12). 

Terpinenol (1) habe ich gemeinsam mit Herrn Stud. 
R. Heyer auf analogem Wege aus Z*-Isopropylhexenon 
und Methylmagnesiumjodid erhalten: 


O0 CH: 

Û bou 
a So 04 As 
MT 
H:C: CH H:C CH 
D NA 

CH(CHs). CHE) 


und durch Ueberführung in das bei 120—121° schmelzende 1. 3. 4 
Trioxyterpan identificiert. 
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III. Ueber die Modifikationen des Terpinens. 


1) Ueber B-Terpinen. 

Die Fortsetzung der Untersuchung dieses Kohlenwasserstoffs, 
über dessen erste Darstellung ich schon früher berichtet habe 
[Nachr. 1907, S. 389], hat folgendes ergeben. 

Der reine Kohlenwasserstoff siedet bei 173—174° und zeigt 
des — 0.838, np — 14754, M 45.72. 

Er geht in Berührung mit Halogenwasserstoff glatt in Ter- 
pinendihydrohalogenide über und liefert mit Brom ein schwer' lôs- 
liches bei 154—155° schmelzendes Tetrabromid, dem man die 


Formel 
CH:Br 


CBr 


H:2C ai CE 


ne prés CH: 


CHBr 


bacmsx 
zuzuschreiben hat. 

Der Kohlenwasserstoff absorbiert auBerordentlich schnell Sauer- 
stoff und geht dabei in ein schweres Oel über, das bei der Dampf- 
destillation (am besten nach Ansäuren mit Schwefelsäure) Cumin- 
aldehyd liefert, der durch Ueberführung in die bei 115—116° 
schmelzende Cuminsäure identificirt wurde. 

Diese Reaktion zeigt deutlich, da man es im B-Terpinen 
mit dem Methenkohlenwasserstoff 


CH2 
l 
sy" 
MES 
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zu tun hat. Nachdem die Eigenschaften dieser auf synthetischem 
Wege erhaltenen Verbindung genau festgestellt sind, läft sich 
nun aber auch schliefen, da sie in dem gewôhnlichen als 
»lerpinen“ bekannten Produkt in erheblicher Menge nicht ent- 
halten sein kann. (Näheres s. Annalen d. Chem. Abhandl. 96.) 


2) Ueber a-Terpinen als Bestandteil des 
gewühnlichen Terpinens. 
Das Terpinennitrosit leitet sich, wie als ganz sicher fest- 
gestellt zu betrachten ist (Annalen d. Chem. 856, 223), von dem 
a-Terpinen [— 2!3-Bihydrocymol] 


CH: 
| 


C 
ao" dN ca 


Fine DATE 


CHCHy 


ab. Es war damit aber noch nicht bewiesen, ob diese Terpinen- 
modification auch als solche im Roh-Terpinen enthalten sei, oder 
ob bei der Entstehung des Nitrosits nicht eine Umlagerung ein- 
treten kônne. . 

Es wurde nun Terpinen nach verschiedenen Methoden darge- 
stellt und zwar: 

1) durch Chlorwasserstoffentziehung aus Terpinenbihydro- 
chlorid. 

2) Durch Inversion mit Schwefelsäure aus Pinen. 

83) Durch Wasserentziehung aus Terpinenol (4) mit über- 
schüssigem Magnesiumjodmethyl (Nebenreaktion bei der Synthese 
von Sabinenhydrat aus Sabinaketon nach Grignard). Es ist das 
eine Darstellung, bei welcher die eventuell verändernde Wirkung 
einer Säure vollständig ausgeschlossen ist. 

Sämmtliche Präparate wurden mit Kaliumpermanganat der 
Oxydation unterworfen und es gelang in allen Fällen in reichlicher 
Menge die Entstehung der &«'-Dioxy-«-Methyl-«Isopropyl- 
Adipinsäure nachzuweisen. Diese Säure kann sich aber einzig 
und allein aus «-Terpinen bilden: 
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CH: CH: CH: 


bon bon 
ANT: mo N cou mo Ncoox 


ÆC 
n CH < “4 CHOH ï a :COOH 
us Fer. VA 
ë DE cos 
CH CH: CH 


Damit ist die Anwesenheit von «-Terpinen als 
integrierendem Bestandtheil im gewôhnlichen Ter- 
pinen definitiv bewiesen. 


3) Ueber das Vorhandensein eines zweiten Kohlen- 
wasserstoffes im Roh-Terpinen. 


Alle auf dem erst erwähnten Wege hergestellten Terpinen- 
Proben lieferten bei der Oxydation neben ««’-Bioxy-«a'-Methyl- 
Isopropyladipinsäure in etwa gleicher Menge einen Erythrit, 
Ci1o Hi6(OHh welches ziemlich schwer lôslich in Wasser ist und 
bei 236—237° schmilzt. 

Dieser Erythrit leitet sich aber nicht von dem «-Terpinen 
ab, denn sonst müfte er bei weiterer Oxydation die mehrfach er- 
wähnte substituierte Adipinsäure liefern, was nicht der Fall ist. 
B-Terpinen giebt auch ganz andere Oxydationsprodukte. Somit 
ist zu schliefen, daB im gewôhnlichen Terpinen noch ein anderer 
Kohlenwasserstoff enthalten ist. Das kônnte nur das y-Terpinen 
— 4\‘-Bihydrocymol sein, oder auch Terpinolen, 


CH CH: 


| | 
C 


Re me 
HC CH:  H:C ee 
Por ve 


C 
| ] 
CH(CHs) C(CH:)2 


y-Terpinen Terpinolen 
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denn die Entstehung noch anderer Kohlenwasserstoffe aus dem 
Terpinenbihydrochlorid oder aus den Terpinenol (4) auf dem 
angegebenen Wege ist in hohem Grade unwabrscheinlich. 

Nun zeigte sich bei einem mit Terpinolen angestellten 
Oxydationsversuch, daf sich aus diesem Kohlenwasserstoffe der 
bei 237° schmelzende Erythrit nicht erhalten läft. Somit bleibt 
nur die Annahme übrig, daB der Erythrit bildende Koblenwasser- 
stoff im Z!*-Bihydrocymol zu suchen ist. 

Daraus würde dann weiter zu folgern sein, daB das , Terpinen“ 
ein Gemenge der beiden Kohlenwasserstoffformen 


CH CH 
û : 
mo” No cm7 Nom 
und 
Ps 4 He) 
HC CH H:2C CH 
LR e7 
CH(CH» CH(CH 3)2 


also des Z!'8- und Z'*-Bihydrocymols vorstellt, zwischen 
denen sich bei der Entstehung des Terpinens ein Gleichgewicht 
herzustellen scheint. 

Bei der Durchführung dieser Versuche hat mich Herr Dr. 
F. Boedecker in bester Weise unterstützt. 


Über einen Einfluss eines natürlich aktiven 
Kôürpers auf das an ihm reflektierte Licht. 


Von 


K. Fôrsterling. 
(Vorläufige Mitteilung.) 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 27. Juni 1908. 


Da schon ältere Theorien einen Einfluf des aktiven Kôrpers 
auf das an ihm reflektierte Licht vermuten lieBen, so liegen bereits 
einige Versuche, einen solchen nachzuweisen, vor. Ich erwähne 
z. B. den von Hr. K. Schmidt), der glaubte, einige Eigentümlich- 
keiten des am Quarz reflektierten Lichtes auf diese Weise deuten 
zu kônnen. W. Voigt?) hat aber bemerkt, daB dies nicht angängig ist, 
und die beobachteten Eigentümlichkeiten lediglich dem Einfluf von 
Oberflächenschichten zuzuschreiben sind. Ferner hat P. Drude‘) 
am Zinnober Versuche in dieser Richtung angestellt, die in Frage 
stehende Erscheinung aber nicht nachweisen kônnen. Von Hr. 
W. Voigt wurde mir nun die Aufgabe gestellt, die Theorie der 
Reflexion an natürlich aktiven Kôrpern zu entwickeln und beson- 
ders auf singuläre Fälle nahe der Grenze der totalen Reflexion 
zu achten. 

Zu Grunde gelegt wurden die Gleichungen der Voigt’schen “) 
oder der neueren Drude’schen) Theorie, die in der bei der Ent- 
wicklung der Formeln gemachten Annäherung übereinstimmen. 


1) K. Schmidt, Annalen der Physik. 1886. 29. S. 451. 

2) W. Voigt, Annalen der Physik. 1887, S. 190. 

3) P. Drude, Gôttinger Nachrichten. 1892, S. 406. 

4) W. Voigt, Annalen der Physik. 1905. S. 645 u. 1899, S. 301. 

5) P. Drude, Güttinger Nachrichten 1904. S. 1. œ “ 
16 


über einen Einfluf eines natürlich aktiven Kôrpers etc. 269 


Diese Theorien ergeben (übereinstimmend mit älteren), daB ein 
charakteristischer Einfluf vorhanden ist derart, daB linear parallel 
oder senkrecht zur Einfallsebene polarisiertes Licht bei der Reflexion 
in elliptisches verwandelt wird. Im allgemeinen aber ist die Kompo- 
nente im reflektierten Licht, welche senkrecht auf der einfallenden 
steht, auBerordentlich klein, soda ein experimenteller Nachweis 
sebr unwahrscheinlich erscheint. Am Grenzwinkel der totalen 
Reflexion dagegen wird die gesuchte Amplitude durchaus merklich, 
besonders wenn der Einfallswinkel sebr gro8 ist. Eine eingehendere 
Betrachtung ergibt nun folgendes: 


Bei isotropen aktiven Kôrpern ist die gesuchte 
Amplitude im wesentlichen nur dann merklich, wenn der Einfalls- 
winkel so gewählt ist, daf die eine der beiden im aktiven Kôrper 
sich fortpflanzenden zirkularen Wellen totale Reflexion erleidet, 
die andere nicht. Bei der Kleinheit der Differenz der Brechungs- 
indices der beiden Wellen darf der Einfallswinkel nur sehr wenig 
variiert werden, ohne daf dies Verhältnis gestürt wird und dem- 
gemäB die reflektierte Amplitude senkrecht zur einfallenden merk- 
lich verschwindet. Dasselbe gilt für die Reflexion an einem ein- 
achsigen aktiven Kristall, dessen Achse in der Grenzebene 
liegt, wenn sich die Achse zugleich in der Einfallsebene befindet. 
Pagegen kônnen inaktive einaxige Kristalle in analoger Orientierung 
und isotrope inaktive Kôrper derartige Effekte nicht zeigen. 


Für die Beobachtung handelt es sich also darum, monochro- 
matisches Licht genau unter dem (renzwinkel der totalen Reflexion 
einfallen zu lassen, und zu zeigen, daf durch Kreuzung der Nikols 
das Gesichtsfeld nicht dunkel gemacht werden kann, auch wenn 
der erste Nikol nur Licht durchläfit, das parallel oder senkrecht 
zur Einfallsebene polarisiert ist, (was bei meinen Experimenten stets 
der Fall war). Um ferner die Wirkung der Aktivität môglichst 
stark zu bekommen, mu man den Einfallswinkel sehr gro wählen. 
Man wird nun am einfachsten so verfahren, daf man den aktiven 
Kürper mit einer Flüssigkeit umgibt, deren Dispersionskurve diejenige 
des aktiven Kôrpers im sichtbaren Spektrum überschneidet. Beob- 
achtet man bei nahezu 89° Einfallswinkel, wie es bei meinen Experi- 
menten stets geschehen ist, so wird der Grenzwinkel, d. h. die 
grôBte Helligkeit nahezu bei der Farbe zu suchen sein, bei der die 
Überschneidung stattfindet. LäBt man nun wceibes Lieht reflektieren, 
und zerlegt es dann durch ein Okularprisma, so wird bei ge- 
kreuzten Nikols nur an der einen, der Überschneidnng ent- 
sprechenden Stelle im Spektrum eine helle Linie sichtbar sein. 


270 K. Fôrsterling, 


Zur experimentellen Prüfang der Theorie stand mir ein 
Fuef’sches Spektrometer zur Verfügung !). 

Als aktives Medium wurde zunächst Natriumchlorat ver- 
wendet, um die Formeln für isotrope Kôrper zu prüfen. Der 
Kristall war im hiesigen Physikalischen Institut gezüchtet; aus 
ibm war von Steeg und Reuter in Homburg eine Platte aus 
mehreren zusammengesetzten Stücken hergestellt, die, um môglichste 
Planheit zu erreichen, zwischen zwei Steinsalzstäben gefaft und 
mit diesen zusammen geschliffen waren. Die brauchbare Fläche 
war etwa 6,5 cm lang und 1 cm hoch. Als ein bei der Temperatur 
20° C. geeignetes Medium, in dem die Reflexion stattfand, bot sich 
Anisol. Die Überschneidung fand dann im Rot statt; durch Zu- 
satz von Xylol kann die Stelle der Überschneïidung beliebig weit 
nach Blau getrieben werden. Nach der Theorie muBte nun die 
erwartete Amplitude in der Farbe merklich werden, die von der 
Überschneidung aus etwas weiter nach Blau zulag. In der Tat 
erschien an dieser Stelle, also in Gelbrot, bei gekreuzten Nikols 
ein heller Streifen im Spektrum, der bei Zusatz von Xylol 
richtig nach Blau wanderte. Leider wurde das Licht sowohl bei 
diesem als auch bei allen anderen Versuchen durch die Glaswände 
des Troges und durch die Flüssigkeit namentlich im Rot etwas 
depolarisiert; es war daher die Erscheinung am besten im Blau zu 
beobachten. Immerhin war sie auch im Rot so auffallend, da an 
der Existenz der gesuchten Amplitude kein Zweifel sein konnte. 

Als einachsiger Kristall wurde eine kreisfôrmige, dem Gôttinger 
Institut gehôürende Quarzplatte von 41} em Durchmesser, deren 
Achse in der Grenzebene lag, gewählt. Als Flüssigkeit wurde 
Âthylenbromid genommen; die Überschneidung lag im Blau. Wenn 
die Achse der Quarzplatte in die Einfallsebene fiel, war im Blau 
eine helle Linie sichtbar, ähnlich wie beim Natriumchlorat, aber 
entsprechend dem grüBeren Drehungsvermügen des Quarzes 
intensiver. 

Die Quarzplatte war so befestigt, daf sie um eine Achse 
senkrecht zur Grenzebene drehbar war; beim Drehen verbreiterte 
sich zunächst die helle Linie im Spektrum, und teilte sich schlief- 
lich in zwei. Die eine Linie blieb hierbei merklich an der ursprüng- 
lichen Stelle stehen, während die andere beim VergrôBern des 
Winkels zwischen der Achse und der Schnittlinie der Einfallsebene 
und Grenzebene nach Violett wanderte. Für den Fall, daf die 
optische Axe aus der Einfallsebene abweïicht, werden die Formeln 


1) Beschricben von S. Nakamura, Ann. d. Phys. (14) 20. 810. 1906. 
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der Theorie auBerordentlich kompliziert; es scheint indessen, da 
sie die beschriebene merkwürdige Erscheinung fordern. 

Um mich zu überzeugen, daB die von der Theorie geforderten 
und vom Experiment gegebenen Einflüsse der Aktivität bei einem 
gewôbhnlichen Kristall wirklich nicht vorhanden sind, habe ich 
Beobachtungen an einer Platte von brasilianischem Turmalin 
angestellt. Diese stammte von demselben groBen Kristall, an dem 
W. Voigt die Elastizitätskonstanten bestimmt hatte. Sie hatte eine 
Fläche von 4 x 2,2 cm. Diese Platte wurde in ein Gemisch von 
Schwefelkohlenstoff mit Benzol getaucht und ebenso wie der Quarz 
befestigt. Hier zeigte sich, falls die optische Achse nicht in 
der Einfallsebene lag, und das Licht senkrecht zur Einfallsebene 
polarisiert war, nur eine helle Linie, die aber verschwand, wenn 
die optische Axe in die Einfallsebene gebracht wurde. Das Ver- 
halten weicht also von dem bei Quarz gefundenen ab. Die Beob- 
achtangen kônnen daher als im Einklang mit der Theorie be- 
zeichnet werden. 


Gôttingen, Juni 1908. 


Ueber die reduzierten Differentialgleichungen 
des schweren unsymmetrischen Kreisels. 
Von 


Paul Stäckel (Karlsruhe i. B.). 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 11. Juli 1908. 


Als reduzierte Differentialgleichungen des schwe- 
ren unsymmetrischen Kreisels habe ich (Math. Ann. 6b, 
Heft 4) die von P. A. Schiff für die drei Hauptinvarianten 


(a) S = Ax,p + By,q+ Car 


@) T= £(4p° + Bg° + Cr) 
(c) U — + (4°p° + Lo + C?r°) 


() 


aufgestellten Differentialgleichungen bezeichnet, welche so lauten: 


(a) aS]dt = (B—C)x,gr+(C— A)y,rp +(4 — B)4p4; 
(I) | () (CU — S')dT/àt = [S(4— T) — ks!)]dS/dt + [25% T— S(x,p + y,9 + &r)| dUJà 
(c) dUjdtÿ = SQU—K)—S'+2KS(h— T)—QU(h— T}. 


Betrachtet man die Bewegungen, bei denen die Hauptinva- 
riante U einen konstanten Wert hat, also die Länge des Im- 
pulsvektors erhalten bleibt, so tritt, wie P. A. Schiff 1903 ent- 
deckt bat, der merkwürdige Umstand ein, daB vermüge der dann 
geltenden algebraischen Relation (I1c) zwischen S und T die Diffe- 
rentialgleichung (11b) identisch erfüllt ist. 

Es liegt nahe zu fragen, was sich ereignet, wenn man einer 
der anderen Hauptinvarianten S und 7 einen konstanten Wert 
boilegt. 
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Was die lebendige Kraft T betrifit, so gelingt es leicht 
zu zeigen, daB bei der Annahme 7 = konst., sobald über die 
Massenverteilung, also über die Werte der Konstanten 4, B, C; x, y, 4, 
keine besonderen Voraussetzungen gemacht werden, keine der 
8 Gleichungen (II) vermôüge der beiden anderen Gleichungen iden- 
tisch erfüllt ist; hieraus folgt, daB sich der schwere unsymme- 
trische Kreïsel bei allgemeiner Massenverteilung nur dann mit kon- 
stanter kinetischer Energie bewegen kann, wenn er eine perma- 
nente Drehung ausführt. Dagegen ist es mir gelungen zu be- 
weisen, daf bei konstantem Werte von S, abgesehen von 
einem sogleich anzugebenden Ausnahmefall, vermôüge der 
Gleichung (Ia) die Differentialgleichung (Ilb) iden- 
tisch erfüllt ist. Der Ausnahmefall ist gerade der bekannte 
Hess’sche Fall, bei dem für die Massenverteilung die folgenden 
Gleichungen: 


4% = 0, A(B— Chi = L(C—-A)y 


gelten und wo S den konstanten Wert Null hat. Die betrachteten 
Bewegungen lassen sich übrigens geometrisch-mechanisch so cha- 
rakterisieren, da bei ihnen die Länge der Projektion des Impuls- 
vektors auf den Schwerpunktsvektor erhalten bleibt oder mit 
anderen Worten, da der Endpunkt des Impulsvektors sich in einer 
Ebene bewegt, die auf der Verbindungsgeraden des festen Punktes 
und des Schwerpunktes senkrecht steht. 


Wenn S den konstanten Wert S, hat, so wird nach (II a): 
@) 0—=(B—Czgr+(C—A)y.rp +(4-— B)2p9 
und es ist im Allgemeinen vermôüge der Gleichungen (1) und (1) T 
eine Funktion von U. Dieser SchluB versagt dann und nur dann, 
wenn die Gleichung (1) eine Folge der Gleichung (Ia) ist; das 
tritt aber beim schweren unsymmetrischen Kreïisel nur für den 
Hessschen Fall ein, der als erledigt'gelten und ausgeschlossen 
werden darf. 

Ist also T eine Funktion von U, so ergibt sich die Ableitung 
von T nach U durch Differentiation der Gleichungen (I) und (1) 
und Elimination von dp, dq, dr, und man hat daher, wenn zur Ab- 
kürzung 


(C— A)y,r +(4 — B)2,Q E, 
(2) (A — B)z,p+(B —C)x,r Q, 
(B—C)x,a+(C — A)y,p = À 


| 


gesetzt wird: 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1908. Left 8. 18 
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Ap Ba Cr A'p B’q Cr 
(3) daTJdU = Az, By, Ca, Ax, By, C2, 
sed € ER PQ R 


Weiter werde gesetzt: 


ou— +4 (B—-C)z,yz, 
(4) B = + B°(C—4)x,y,2, 
y = + C(A—B)x,Y 4; 
a — — BCx,[(BC + AC—2AB)y +(2A4C—-BC—-AB)4—-2A(B-C)x] 
| B = —CAy,[(CA+BA —-2BC)4 +(2 BA —CA—BC)x, —-2B(C—A)y], 
y = — ABz,[(AB+ CB —-2CA)x; +(2CB—-AB-— CA)y,— 2C(4 — B)A]. 
Dann gilt die Identität: 
PQ CR 
Az, By, Ce, | : [S(4°p°+ B°q°+ Cr) (Azx,p + By,q + Cz,r)] 
Ap Ba Cr 
FE OS 
— | Ax, By, Cz,| - [S(4p°+Bg°+ Cr')—(Ax, p+ By,qa+ Car) p+H9+4 
4'p B'p Cr 


= (G—C)a,gr +(C—4)y,rp+(4— B)2, pa] [ap° + Ba°+ pr + war + B'rp +5 
wovon man sich durch Ausrechnen überzeugen wolle. Besteht also 
die Gleichung (1), so verschwindet die rechte Seite. Mithin ist 


der Wert von d7/dU, den die Gleichung (3) liefert, identisch gleich 
dem Quotienten: 


so (4p° + Bg+ Cr’) — (Aa, p + By, q + Car) P + Y4+ 207) 
85 (4°p° + B°g + Cr’) — (Az, p + By, a + Car) 
d. h. vermôüge der Gleichungen (1) gleich dem Wert, den die 


Differentialgleichung (110) für S = $S, ergibtt Was zu be- 
weisen war. 


Die Zerlegung einer empirisch gegebenen periodi- 
schen Funktion in Sinuswellen. 


Von 
C. Range. 


Vorgelegt in der Sitzung am 27. Juni 1908. 


Eine empirisch gegebene periodische Funktion durch eine 
Summe von Sinusfunktionen anzunähern, geschieht zweckmäBig in 
der Weise, daB man die Periode in eine Anzahl gleicher Teile 
teilt und nun die Konstanten der Sinusfunktionen so bestimmt, 
da die Samme in den Teïlpunkten mit der gegebenen Function 
übereinstimmt. Für 12 Teile habe ich eine Anordnung der Rech- 
nung gegeben'), die sich sehr schnell und bequem durchführen 
läBt, und habe ferner gezeigt, wie man auch den Fall von 24 Teilen 
durch eine doppelte Anwendung des Schemas für 12 Teile erledigen 
kann?). Es läft sich die Sache indessen noch ein wenig einfacher 
und übersichtlicher in folgender Weiïse darstellen. 

Wenn die 2n Konstanten a,,a,,...a,; b,,b,,...b,., so be- 
stimmt werden sollen, da die Samme 


a,+ a, cos + a, cos 2p + --- + a, cos (n — 1) p + a, cos np 
+ D, sin g + b,sin2p+...+0,,sin(n—1)æ 
für 


gegebene Werte y,,Y,,...Y,, annimmt, s0 hat man bekanntlich 
die Sammen 


2 2n 2x 
We pat 9, 008 (a ga) + cos (2« ss)+ para e lagx) 


1) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 48, S. 443. 
2) Ebenda Bd. 52, S. 117. 
18* 
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B=—= y sin (x = ]+sin(2e se 5)+- + Yon sin ((2n — Dagx) 


zu bilden. Für &« — 0 und « = n liefert der erste Ausdruck die 
Werte 2na, und 2na,, während der zweite Ausdruck verschwindet. 
Für &« — 1,2,...n—1 liefert der erste Ausdruck die Werte na,, 
na, ... na de zweite die Werte nb,, nb,,...nb 


Un die Werte 4,, B, zu scie ee man die Summe 
jedesmal in zwei Teile teilen, von denen de eine die Glieder mit 
Yo Vas Vas +++ Vins Aer andere die Glieder mit Y,, y,, ... Ys enthält. 


À, —_ A, + A!, 
%, = + y cos (a ŸE) ++ y cos ((n—1)a ŸE), 


2x 2x 
di. — y, co (a Sn ge) +yscos Gasr)+ + Ynn_ COS (en l)a an): 
| B, — 8, + 7 


8, = yasin (a LE) +. + ns sin ((n— Da); 


re : 2x x 2x 
B! — psin(age)+ yon (sus) ++ ++ Ya sin (@n— Da ge) 


Ist n eine grade Zahl, so sind Y, und 8, genau so gebildet wie 
A4, B, nur daB die Periode in » Teile statt in 2n Teile geteilt ist 
und dementsprechend nur #n Ordinaten ,, y,,...y,,, vorkommen. 
Y,, 8, brauchen nur für « — 0, 1,2,... © berechnet zu werden. 


2 
Für « — 5 +8 ist 


Aehnlich verhält es sich mit Ÿ!, B.. Die komplexe Zahl 
U,+8,i kann durch eine Summe von Exponentialgrôfen ausge- 
drückt werden 


ei Be PT à On— Te ei 
X, + 8, : y C +y,e san CU 
oder 
APE ie (n—1)aœ —: 


Mi+Biie  =gpine * ++. 
Setzen wir 
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@+Biie ** = X,+, i, 
so sind Y, und $, genau so aus Yis Var + Yann gebildet, wie A, 
und 8, aus y,, Yas ee Yan-a 
Man kann daher Y, und $, nach den Regeln für n Teile der 
Periode aus y,,%,,...Y.., berechnen und kann dann aus A,, 3, 
die GrôBen Y,, 8! finden. Wieder ist es nur nôthig A', 8! für 


a — 0,1,2,... 5 zu ermitteln, für grôBere Werte von «& hat man 


nur zu beachten, daB nach der Definition von {!, 8. 


« ass = méatsnlngs Us 
ist. ; 

Um die Grôfen 4,,B, zu finden schreibt man ‘die GrüBen 
Y,, X, und 3,, 8; C ==), 15... 5) in zwei Horizontalreihen unter- 
einander und addirt und subtrahiert je zwei untereinanderstehende 
Grüben 


de, ne , 6e nt, { 


L, 4, %, ...Un_,, A 
3 3 
SUMME A, d'A, T4. Ane An 
2 2 
Diferenz Red Me ET ee ne An 
peur 
8,, 8,, Ba _ ) Ba 
2 1 2 
TR etai TE 
Summe : B,, B,, Br Bn 
3 2 
Differenz: —B,,, —B,,,... — Ba. 


Bei den Differenzen sind die Glieder der zweiten Horizontalreihe 
von denen der ersten abgezogen. 


Die Berechnung von {,, 8, (a — 0, 1,2,... 5) geschieht ge- 


nau in derselben Form wie die von {,, 8,, nur daf y,, y, ... Yan 
an die Stelle von Y,, Y%,...Y» treten, und wie die Summe 
| Un DE 
% , 9% LE PA gl E- FR Vi 
ere OP dE COS2QT +2 mn CSS 1)p+ n 859 


Ba nf" _1 
ré sin(}— E 


ee sin p+2 2: sin2p+.+2 
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für die Teilpunkte 
: 2x ne 
P'= 0, nn ? . (n Le 


die Werte y,, y, Yan RE so nimmt die Summe 


Un _ Un 
L , 9 ù, Ho es one 
re : cos (S 1)9+ n CES 
5, . BON ago, De (es) 
+2- "sin L .… 7 —sn(s 1 
für 
2x 2x 2x 
TOR Prés Pie — a S 
p' = 0, 0 .. (n DE 


die Werte y,, Y,, ... Yyn AD. tes 

Der Uebergang von den GrôBen Y,, 8, zu den Grôfen Y!, 8; 
besagt nun nichts anderes, als daf wir in dieser Summe für die 
Variable y', deren Nullpunkt bei der Ordinate y, liegt, die ur- 
sprüngliche Variable g — g'+ 2% einführen. 

Denn es ist 


— 2x s 2x 
He cos a(p— 5e) +Bsina(p-5) 
= 2x = . 2x 
= (6L cos a 575, sin a De )cos ap 
= + 2x à 2x\ . 
+ (8, sin a a +, cos a ee) sin œq, 
d. i. gleich ŸY! cos ap + B! sin «y. 
Mit anderen Worten die Summe 


Un _, 
LS 2 À ç08 p+2-% 008 2p +. +2 — eos (S— 1)p 


IL. w. 
3’ 8, NE PR 
+22 sin p+2 2 8in2p+..+2 sin g—1)p+ 


nimmt für 
27 2r 27 2x 
p —= Cr 85, ? Bo: BU Q@n—1)5- 
die Werte y,,Y,, Ys, ++ Ysn an Wenn die erste Summe I, die 
aus den Ordinaten y,, y,, ... y, berechnet ist, auch die dazwischen 
liegenden Ordinaten ,, Y,, ... Y»n der gegebenen periodischen 
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Funktion genau darstellte, so müften die GrôBen 
a, 3! («—0,1,2,..5-—1) | 
mit den GrôBen {,, 8, übereinstimmen und 8°, müfte Null sein. 


Denn da cos 59 für diese Werte von @ verschwindet, so würden 
die Koeffizienten der Summe II grade den Bedingungen genügen, 
aus denen sie bestimmt werden, wenn man 8, — 0 setzt und die 


übrigen Koeffizienten den entsprechenden Koeffizienten von I gleich 
setzt. Wenn die Summe I die zwischenliegenden Ordinaten zwar 
nicht genau, aber doch nahezu darstellt, so werden die Koeffi- 
zienten von I und II nur wenig von einander abweichen. Ihre 


arithmetischen Mittel liefern für a< die Koeffi- 


zienten der Summe die in den 2n Ordinaten y, Y,9%,,.. 
Yen Mit der gegebenen periodischen Funktion über- 


einstimmt; für > werden die Koeffizienten durch 


ihre halben Differenzen bestimmt. Denn es ist 


APM SFA, U  ,L\ _ À _ 
ÉNRES =pme iprti)=é=a 
U 
(2% +24) = À 2 us w 
aber 
An Ba 
EL = An und —?} = bs, 
n 2 n 3 
1 #) A a (2% w) 2 2 An 4 
2\n nn 2n ve \en PR MEET tord 
! 
s(-2 +2) EE by 8. W. 
n ñ n 


Anstatt die GrôBen Y!, 8’ durch Vermittlang der GrôBen Y,, 8, 
zu berechnen, die mit ihnen durch die Gleichungen 


U+Bde " = Y+8,i 
zusammenhängen, kann man sich auch andrer GrôBen ü., 3, be- 
dienen, die durch die Gleichungen 

27 . 
—(6—l)a—t M = 
(OL +18, i)e = +: 
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definiert sind. Drücken wir nämlich wieder wie oben A+ Bi 
durch Y,,7,,...Y,,, aus, so ergiebt sich 

E + a 2= de nai 
U+8,1— Ya + Yap € + Yip4s € 8 US Yap+en-s € ; 
wobei unter 7, dasselbe wie y, verstanden ist. 

Die Grüfen X,,%, werden dann genau so wie A,,B, be- 
rechnet nur daB an Stelle der Reïhe Y,, Y,, Y, ... Ysn die Reïhe 
Yas-ss Vegas eee Vaptans tritt, daf mit andern Worten die Periode an 
der Stelle p = (28—1)5% anfingt. Es liegt ein Vorteil darin, 
daf man über die Zahl 8 noch passend verfügen kann. Setzt man z. B. 


in dem Falle, wo ? eine ungerade Zahl ist, 28—1 — _ so wird 


4 
@—Deiti es 
e ="6 
und das durchläuft für « — 0,1,2,.... Die Werte 
1+i . —1+1 —1—: ti 


— 1, -, 1 u.s.w. 


1, VE » V2 red; V2 ; V2 
‘sodaB die Faktoren, durch die %,, 5, in A!, 8, verwandelt 
werden, einfache Formen haben und immer wiederkehren. 

Ein numerisches Beispiel môge zeigen, wie bequem z. B. für 
24 Ordinaten sich die Rechnung durchführen läft. Die gegebenen 
24 Ordinaten seien 


65.8, 244, — 17.6, — 27.7, — 35.2, — 29.4, — 18.6, + 1.9, + 140, 
+ 17.1, +288, — 31.2, — 67.9, — 39.0, + 8.8, + 21.2, +322, +800, 
HFISAS STD, 2164829208, — 302 +210. 


Wir ordnen sie in zwei Reïhen zu je 12 und lassen die zweite 
2x PE 


Reïhe bei der Phase  — 857 


fangen. Die beiden Reihen werden gleich umgefaltet hingeschrieben 
und s0 behandelt, wie ich es auseinandergesetzt habe!). 

Ich will die Rechnung für die zweite Reiïhe hinschreiben in 
der Form, wie sie sich mir herausgebildet hat. Man wird an der 
Hand der 1. c. angegebenen Beschreibung keine Schwierigkeit haben 
die Bedeutung der Ziffern zu verstehn. 


d. h. bei der Ordinate y, an- 


1) C. Runge, Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 48, S. 448. 
C. Runge, Theorie und Praxis der Reihen, S. 153. 
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—27.7 —29.4 +1.9 +17.1 —31.2 —39.0 +212 
+244 +21.0 —20.5 —1.0 +-30.0 


(49.3) (14.0) 
+27.6 HAL G61 7.0 


—49.3| 15.2 11.1 


444 | 20 015 


—0.b —14.0 —122.8 
—9.3 —34 —37.6 
—15.8 +13.2 |—-161).4 
—17.4 +9.6 
—33.2 +22.8 |—160.4 
+1.6 : ‘ +18.9 +3.6 


Die in den letzten beiden Reïhen stehenden Zahlen sind die 


Werthe der oben mit Y,,X,,...%,; 8,,8,,...9, bezeichneten 
GrüBen in der folgenden Anordnung 


8, 3, 
8, | 3, 


Die eingeklammerten Zahlen pflege ich erst hinzuschreiïben, dann 
ibre Hälften darunter zu setzen und sie dann durchzustreichen. 
Die mit kleinen Typen gesetzten Zahlen bezeichnen Korrektionen, 
die an den darüberstehenden Zahlen angebracht werden. Statt 
sie nämlich mit sin 60° — 0,8660 zu multiplizieren, wird ihr Pro- 
dukt mit 1 — sin 60° — 0,1340 algebraisch abgezogen. Wenn man 
die Multiplikation mit dem Rechenschieber ausführt, so wird wegen 
des kleineren Wertes von 0,1340 das Resultat der Multiplikation 


[ER 
x, 


ÿ, 
UE 


x, 
[A 


Y, 3, 


mit sin 60° auf etwa genau. 


1 
2000 
Die ganze Rechnung nimmt nicht viel mehr Zeit in Anspruch, 
als es kostet, die Ziffern hinzuschreiben. Man kann hier nun 


gleich eine Probe anschliefien. Es mufi die Saumme der Quadrate 
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der Ordinaten gleich 
% 2 2 2 2 2 2 % 
(ee + + Br M4 Bi+ ++ Bi+ de) 


sein. In unserm Falle ist die erste Summe gleich 7229 die zweite 
gleich 4-43377 — 7229. 
Jetzt sind die GrôBen Y', 8’ zu berechnen aus den Gleichungen 


CA = y 

PI PA é | 
+5, = Y+B/i, 
(+ 5, :) VE +, 
@,+ 8, à) i = A; + B;1, 
(+ 5,5) En = Y!+ Bi, 
@, + 8, 5) (— 1) == A, + 8, :, 
+8,90 = + Bi 
X, Cd B, i. 


Die Divisionen durch V2 lassen sich am besten als Multiplikationen 
mit 0,707 ausfübren. 
So erhalten wir für die GrôBen Y!, 8° die Werte: 
%  % À %, % 
— 33.2, 34.4, — 22.8, + 186.9, — 1.7, + 30.9, 
3, D, 3, BEA DIU: 

— 09.6, — 5.5, + 39.9, — 3.6, + 4.2, — 1.6. 
In derselben Weïise wie hier die GrôBen Y,, 8, aus den Ordinaten 
Yss Vos Vas ++ Ysss D Werden die GrôBen À,, 8, aus den Ordinaten 


Yos Ya Yar + Ya berechnet. Alsdann schreibt man die Werte von 
Y,, 8, und die von {!, 8! in zwei Reïhen untereinander 


X, Ÿ, Ÿ, Ü, PP RCE Î, 
—17.9, +108, —4.3, +9231B, +B.5, +1B8.8, +2.9 
— 33.2, +844, — 228, + 186.9, — 1.7, + 30.9, 

8, 3, 8, 8, 8, 
— 52.7, — 6.9, + 69.6, — 5.9, + 11.3 
HD 262 "EL 600 246 IS ENT 


Die Summen der untereinander stehenden Zahlen liefern die Werte 
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À, À, 4,,... 4; B,, B,,...B,. Die Differenzen (obere GrüBe 
minus untere Grüfe) liefern die Werte 


As) 4; ADO À;; D}; — B 


Würde die periodische Funktion schon durch die Glieder bis 
zur 5. Ordnung (einschliefilich) mit ausreichender Genauigkeit dar- 
gestellt, so müften 4,,B, von « — 6 an keine wesentlichen Be- 
träge besitzen. Mit andern Worten dann wiürden die beiden Ent- 
wicklungen Y,, 8, und YA!, 8! bis « — 5 im Wesentlichen über- 
einstimmen, und umgekehrt folgt aus ihrer beträchtlichen Ab- 
weichung, daf die Glieder von hôherer als der 5. Ordnung noch 
wesentliche Beträge besitzen. 

In unserm Falle erkennt man z. B. sofort, da die Glieder 
7. Ordnung noch einen beträchtlichen Wert haben. Denn es ist 


À, cos 7 o + B, sin 7 
12 
137.9 cos 7 — 7.1 sin 7 
12 F Ba 


Die Amplitude dieser Welle beträgt also noch mehr als 11 
Einheiten. Würde man Amplituden von etwa zwei Einheiten für 
unwesentlich betrachten, so würden in unserm Falle allein die 
Glieder 1., 3., 5., 7., 9. Ordnung in Betracht kommen. 

Es hat keine Schwierigkeit die Zerlegung auch für 48 Ordi- 
naten durchzuführen. Man braucht dazu nur zwei Zerlegungen 
für 24 Ordinaten die eine mit den Ordinaten von geradem Index, 
die andern mit denen von ungeradem Index. Alsdann'ist die eine 
Zerlegung auf die Phase der andern zu reduzieren und mit ihr in 
der besprochenen Weise zusammenzusetzen. 


a, cos 7@+b,sin7p — 


Formeln für die Reflexion des Lichtes 
an einer dünnen Metallschicht. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung am 25. Juli 1908. 


1) Beobachtungen, die im hiesigen physikalischen Institute im 
Gange sind, haben mich zu dem Versuche veranlafit, die Formeln 
für die Reflexion des Lichtes an einer dünnen Schicht eines auf 
einem andern Metalle niedergeschlagenen Metalles in eine ge- 
brauchsfähige Form zu bringen. Diese Formeln sind bekanntlich 
auBerordentlich kompliziert und im Allgemeinen zu Folgerungen 
kaum zu benutzen, selbst wenn man die zuerst von Drude ein- 
geführte Annahme zuläft, daB für beide Metalle 1 und 2 die 
Brechungsindices », und die Absorptionsindices x, solche Werte 
besitzen, daB Eins neben »;(1+%x;) vernachlässigt werden darf. 

Ich habe nun gefunden, daB diese Formeln sich durch einen 
Kunstgriff auBerordentlich vereinfachen lassen, sodaf sie für die 
Berechnung wenig unbequemer sind, als die für Reflexion an einem 
einfachen Metallspiegel gültigen; auf letztere Formeln gelangt 
man von den für eine Metallschicht geltenden auf die einfachste 
Weise, indem man die Schichtdicke unendlich werden läft. 
Insbesondere werden die für die Anwendungen wohl wichtigsten 
Gesetze, welche den Haupteinfallswinkel ® und das Hauptazimut @ 
definieren, überraschend einfach. Da, wie ich weif, mehrfach 
Versuche gemacht sind, die Formeln für Reflexion und Brechung 
an Metallschichten in handliche Form zu bringen, so teile ich die 
im obigen speziellen, aber besonders wichtigen Fall erhaltenen 
Resultate nachstehend mit. 

2) Gleichviel, ob es sich um durchsichtige oder absorbierende 
isotrope Kôrper, ob um parallel oder normal zur Einfallsebene pola- 
risierte Wellen handelt, gilt für die komplexe Amplitude, welche 
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an einer Platte reflektiert wird, die Formel 


ve +r'e 

se Ro Cpires 

Hierin bezeichnet € die einfallende Amplitude, r und t’ sind die 
komplexen Schwächungskoeffizienten bei der Reflexion an der 
ersten und an der zweiten Grenzfläche, e, ist der gleichfalls kom- 
plexe Schwächungskoeffizient des Durchganges durch die Platte. 
Die r, tr’ und e, enthalten die bezüglichen Phasen- und Intensitäts- 
änderungen in sich. 

Bedeuten 


2) LP n,(1—ix,), mn, — n(1—ix,) 


die komplexen Brechungsindices des zweïten und dritten Medium 
gegen das erste, durchsichtig angenommene, c, €,, «, die kom- 
plexen Richtungskosinus der Wellennormalen in den drei Medien 
gegen das Einfallslot, und werden die senkrecht und parallel zur 
Einfallsebene polarisierten Schwingungen durch die Indices s und 
p unterschieden, so gilt 


n,C—c, , n,C,—n,c, 
CRT GENS LD 0 
n,C+c, n,C+nc 
Cr n,C,—n, C 
(3) LP — L, T5 —_— LA 2 2, 
c+n, nc +n,c, 
2xilnc 


fl ‘ ; 
unter À die Wellenlänge im ersten Medium, unter ! die Dicke der 
Schicht verstanden. 

Die Drude’sche Annahme, deren wir uns weiterhin bedienen 
wollen, kommt daraut hinaus, €, und c, als von Eins wenig ver- 
schieden einzuführen. Nehmen wir dann noch c als reell — y, 
also die Welle im ersten Medium homogen an, so resultiert das 
für Weiteres maBgebende Wertsystem: 


Fr Ve ee n,—n, 
TT n,y+1? s n,+n, ? 
Er 7 | EU mn 
4 Ex DU pe 
@ 7+n,° Lan En, 
2ziln, 
pe MNT L 
ue = € , 


wobei L eine Abkürzung ist. 
Für die weitere Behandlung der Grundformel (1) ist nun 
maBgebend, daB tr, — —t, von der Dicke der Schicht und von 
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dem Einfallswinkel, damit also von den GrôBen, die man bei den 
Beobachtungen zu variieren pflegt, unabhängig ist. Wir setzen 
demgemäf 


(5) D=—t—= 


nu, —" 2K 
P a de € 


m+ n, fe É 
wobei Æ eine komplexe Konstante ist. 
8) Hiernach wird aus (1) 
+1 91 +1 RE 
(6) RES, 0, = ES 
wobei nun in zum Teil neuen Bezeichnungen 


fesse Dan ED 


@ SRE MP) (RES Sp 
Nun ist unter Einführung verständlicher Abkürzungen 
4(e*'+e") = Cof D, cos D, +1 Gin D, sin D, = C'c'+iS's, 
@® L(e*—e) — Gin D, cos D,+i of D, sin D, — G'c'+iC's!. 
Hierdurch nehmen die Formeln (6) die Gestalt an 
Rise Ath, R, _ A4,+iB, 


@®) 6, +:30 FD, à CE 210, FD, 
wobei 
À, LU Je CAE 
à — n,y(S'c'+x,C's) + Ce, 
(10) É 
D!] = n,7(C's—-x,S'c) + C's’ 
A} 1 (4 net 
ue yC'c'+n,(S'c'+x, C's"), 
(1) 5 
"| = yS's'+n,(C's — x, S'c'). 
D, 
Setzt man dann 
h, LA R *) 
(12) g = tee, œ = tee? 
so ergibt sich für beide Wellen 
À + B° BC—-AD 
S'AtEE 7 : 
(13) go = pe = HD: 


kürzt man noch ab 
(14) — Go 2D, = 6, Gin2D, = ©, cos 2D, = ce, sn2D, =, 
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so erhält man nach einigen Reduktionen: 


tt ni(L+M)p(C—c)— 2m, 7(S+xs) +(C+c) 
*  n(+x)r(C—-c)+2n,y7(S+axs)+(E +0) ! 


15 
En PEyRE 2n,y(s—x,©) 
Se nQ+#r C0 C+o’ 
te _— n(l+x)(C—c)— 27, y(S+xs) +7 (C+c) 
(16) g N(l+x)(C—c)+2n, 7(S+x,s)+ y (C+c) 


+ 2n,y(s—x, ©) 
Bd = TE (C0 PCT D 


Diese Formeln sind wenig komplizierter, als die für einfache Re- 
flexion an einem Metallspiegel geltenden. Letztere gehen, wie 
schon bemerkt, daraus hervor, wenn man die Dicke / der Schicht 
und somit © und © gleich unendlich setzt. 

Bei normalem Einfall sind die Formeln (15) und (16) streng 
gültig, weil hier die Drude’sche Annäherung keine Vernach- 
lässigung bedingt. 

tg*®, und tg*®, bestimmen das Verhältnis der reflektierten 
Intensitäten zu den einfallenden für die senkrecht und die normal 
zur Einfallsebene polarisierten Komponenten. 6, und 0, sind die 
Beschleunigungen der reflektierten Komponenten gegen die auf die 
erste Grenzfläche einfallenden. 

Das Auftreten der trigonometrischen Funktionen c und s in 
diesen Ausdrücken weist auf eine Periodizität in dem Verhalten 
der # und Ô bezüglich der Schichtdicke Z hin. Ob ein solches 
merklich wird, und in welchem Umfange, hängt von dem Verlauf 
der hyperbolischen Funktionen € und @ ab, die bei starker Ab- 
sorption mit wachsendem / sehr schnell zunehmen. 

4) Fast noch wichtiger, als die Ausdrücke für À,/E, und à,/6,, 
ist der für RJR,, wobei E,/E, als reell, das einfallende Licht, 
also als lineär polarisiert gelten mag. Wir erhalten unmittelbar 
aus (1) 

DL Ger,+errir+(ærrr) 


17 = 1 SALONS Le 1 
(0) h, PE AP D EAP V2 Le nl PL 1 V0) 


Setzt man hier wieder 


cer ) 


r=—t—e und € 
so folgt 
Du mnt atenteiliedléertst)) 
N, CE, er,—e’r,+(l—rr, 


(18) 


19 « 
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Benutzt man die früheren Bezeichnungen 

ao "+0 — Gof2D, cos2 D, +iGin2D, sin2D, — Cc+iGs, 
4(e*—e*) = Gin2D, cos 2D, + à Gof 22, sin2D, = Gc+iGs, 

so erhält man nach einigen Reduktionen: 

R, _ C, 4A+:B 


1) M, — €, C+iD’ 
wobei 

si — An Gcred 00) Per) 
Cl ne, | 

7 an(s SH) PINS? CC D) 
und 


(22) N— ni(l—-x)—1, M = n(l-x)+1, P = 2n4. 
Setzt man nunmehr 


(23) h,/ GE, 


h,/E, 
so ergibt sich bei Vernachlässigung von Eins neben n{(1 + x;) 


2 0 yn(1+2) (CE — 0) (Sa —s) 
HE —E) - pin) C0) = An Os] 


 Ô 
— tgoe", 


(24) tgô — 


Der Haupteinfallswinkel ist dadurch definiert, daf$ der Nenner 
hiervon verschwindet. Dies gibt die Bedingung 


Ca SSS 2 Qu De. n(+x)(C—-)-4nSs 
(25) Rs tg° ® sin ® — in PRICE Da (C— c) 


In der Regel wird die Annäherung genügen, bei der das 
letzte Glied des Zählers vernachlässigt wird. Hier folgt dann 
überaus einfach 
o* 


(26) = tg° ® sin ® = n\(1+%x;) 


E—c. 
C+c 
Wird die Schicht unendlich dick, ist also € — zu setzen, 80 
ergibt sich die bekannte Beziehung &‘/y* — n?(1+x?). 
Ferner erhält man 
2ayn(+x)(C—c)(S+%,s) 

dni(l+x)(C—c)+7'[n(1+x) (C0) —4nix, Ss] 

Im Falle des Haupteinfallswinkels sind die beiden Glieder 

des Nenners nach (24) einander gleich: hier wird sonach 

19* 


(27) cos28 — 
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sd. pr (©+x, s) 
(28) cos 29 — LAC +0 mt 
und bei Benutzung von (26) 
(29) D HR Rd de 
VE + x) (C°— 0°) 

Für eine unendlich dicke Schicht folgt wegen S = © — co 
hieraus cos 2@ — 1/V1+x d.h. tg2@ — x,, was die in diesem 
Falle geltende bekannte Beziehung ist. 

Es mag schlieflich noch an die Bedeutung der €, @,c,s er- 
innert werden, die in den sämtlichen Endformeln auftreten. 

Nach (7) war 


eL—K a. eDi+iD; 


und ist nach (4) und (5) 
2L = 2(L,+iL,) = eo 


pe TC ee AS a An A 2) 
7 n(l—ix)+n,(l—1ix,) 
Dies ergibt 
(80) or FACE Ur rie 
e+& 2 (nn) + Gr, —n,%). 
 Q+n) +(x+n,x,)? 
ni(L +24) — ni (L+ x) 


(81) 
tg2K, — 


Hiermit sind die Definitionen zu verknüpfen 
DRE DER DR TIEÉ, 


(82) _ | 
Gof2D, = &, Gin2D, = ©, cos2D, = c, sn2D, =, 


um alles zusammenzustellen, was zur Benutzung der Formeln 
erforderlich ist. — 

5) Im Vorstehenden sind die erhaltenen Formeln für die #, 6, 
@, © dadurch verifiziert, da8 sie auf den Wert ! = co, d.h. 
6 — © — co, angewendet wurden; hierbei entsteht der Fall der 


‘einfachen Reflexion an dem ersten Metall. Der Uebergang zu 


dem Wert ! — 0 müfite auf den Fall der einfachen Reflexion 

an dem zweiten Metall führen. Es jist von Interesse, zu er- 

kennen, wie diese Umwandlung der Formeln sich vollzieht; der 

äufere Habitus der Formeln läBt es auf den ersten Blick nicht 

wahrscheinlich erscheinen, daB hierbei das richtige Resultat entsteht. 
Kgl. Ges. d. Wiss Nachrichten. Math.-phys. Klassc. 1908. Hett 8. 19 
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Wir beschränken uns darauf, den Uebergang zu ! = 0 bei 
den beiden einfachsten Formeln (26) und (29) zu verfolgen. Die 
übrigen gestatten analoge Behandlung. 

Für ! — O ist L — 0, also nach (7) und (14) 


(2 —2ki) _ (2iÆ = 2iK:) 


C—c Ta. +e 


Shore) AR rare) 


wofür sich schreiben läft, falls 
(33) K= Ka KS, K = K;-iX,, 


Doc trs 1) CE 1) | 
Se A (e2pa)(e" +1) 
Dabei ist nach (5) 
(34) me titys e2Æ na: FADUE 2E 
m+n, 
falls n, — n, (1 + 1%). 
Nunmebhr ergibt sich leicht 
C—ce _ nn, _ #,(1+%) 
C+e nn n(1+x;)’ 
woraus gemäB (26) folgt für ! — 0 
te” D sin D — n;(1+%;), 
wie auch gelten muf. 
Um die Formel (29) auf den Fall / — O0 anzuwenden, schreiben 
wir sie 


(85) 


S+,s C+c L 
Ç + C Ç nn C Vi + #} é 
wobei V(G+c)/(6—c) nach (35) bereits bekannt ist. 


Weiter gilt nach (7) und (14) unter Benutzung früherer Ab- 
kürzungen 


cos 29 — 


Stns inf 2%) (OK NE) 


G+c No US —21K; 


Sa) ere 27) 8 ee) (22e 
2(1+e°? A : 


e) 


_ ME _ 
E nl 2n, n, 


= (—ix) ge + (+in) 


Formeln für die Reflexion des Lichtes an einer dünnen Metallschicht. 291 


Hiernach ergibt sich für { — 0 aus (29) 


OA) Re Le aol 
Es M 'ÉTEE) n(+x) Vite Vite: 


wie dies stattfinden a 

6) Die Formeln (26) und (29) gestatten auch relativ leicht die 
Bestimmung derjenigen Schichtdicken, für welche ® und @ Extrem- 
werte annehmen. Durch Differentiation nach ! liefert (26) 


eo 


2 tg° D(1 + cos’ o) D (+x) (Sex, +Cs). 


Dies ergibt, daf d@/dl nur Null ca falls 
(37) Sex, +Cs = 0, dh tg2D,+%x, T2D, = 0. 


Nach dem Verlauf der Kurven für tg und %g hat diese tran- 
szendente Gleichung unendlich viele Wurzeln für /, die mit wach- 
sendem ? allmählich aequidistant werden. Der Unterschied der 
maximalen und der minimalen Werte von tg* ® sin & nimmt aber 
mit wachsendem / schnell ab. 

Die Differentiation von (29) ergibt 


— 2 sin 20 —— dr mu 4 5 Cup (C—c)(1+c6)—-Ss(c+xiC)]. 


AV +) Ce) 
Es kann also d@/dl nur dann gleich Null werden, wenn 


2,(C—c) _  Gs 

MC+e  1+c€ 

Hierin ist, wenn wir zunächst x, — 1 annehmen, bei wechselndem 
l die linke Seite jederzeit positiv und endlich; die rechte Seite 
oscilliert zwischen + und —co. Die Kurven, welche die beiden 
Seiten als Funktionen von ! wiedergeben, haben demgemäB unend- 
lich viele Schnittpunkte. 

Mit wachsendem / nähert sich die Kurve für die linke Seite 
einer Geraden im Abstand 1/x, von der Abszissenaxe, diejenige 
für die rechte Seite aber der Kurve für s/c = tg21), Die Wur- 
zeln der Gleichung werden dabei je mehr und mehr aequidistant. 

Ist x, <1, so kann auch der Ausdruck auf der linken Seite 
+oo erreichen. Die Anordnung der ersten Wurzeln der Glei- 
chung (38) kann in diesem Falle sehr unregelmäfig sein. Die Span- 
nung zwischen maximalen und minimalen Werten von @ nimmt in 
jedem Falle mit wachsendem / ab. 

Gôttingen, 18. Juli 1908. 
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Ueber die Temperaturabhängigkeit der Valenz 
zwischen Metallen und Sauerstoff. 


Von 
Wilhelm Biltz. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 31. Oktober 1908 von O0. Wallach. 


Seit der Zeit, als man sich mit der Auffassung hatte vertraut 
machen müssen, daf die Wertigkeit keine konstante Eigenschaft 
der Elementaratome sei, sondern von Fall zu Fall wechsele, wurde 
die Frage nach der Ursache dieses Wechbsels dahin beantwortet, 
daf er zunächst durch die Natur der verbundenen Elementenpaare 
bedingt sei, und daB er ferner von der Temperatur und dem 
Drucke abhänge. Wie indessen die Wertigkeit eines Elementes 
einem anderen oder einer Gattung von anderen gegenüber von 
der Temperatur und dem Drucke beeinfluft wird, darüber ist 
zusammenhängendes bisher noch nicht bekannt. 

Es handelt sich bei dieser Aufgabe darum, zunächst für ein 
verschiedenwertig auftretendes Element die Grenzen zu ermitteln, 
innerhalb derer es eine konstante Valenz zeigt, und dann diese 
Wertigkeitsgrenzen miteinander zu vergleichen. Die Schwierigkeit, 
die ohne Einführung von Hypothesen nicht überwindbar zu sein 
scheint, liegt für eine groBe Anzahl von Verbindungen darin, daf 
Grenzen dieser Art nicht existieren, sondern Valenzstufen ver- 
schiedenen Grades nebeneinander vorkommen. Es ist nicht müglich, 
anzugeben, bei welcher Temperaturgrenze Phosphor gegenüber 
Chlor aus dem fünfwertigen in den dreiwertigen Wirkungsgrad 
übergeht, weil sich beide Formen im Gaszustand nebeneinander 
in einem unvollständigen, homogenen Gleichgewichte befinden. 

Kgl. Ges. d. Wies. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1908. Ileft 4. 20 
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Günstiger liegt die Aufgabe da, wo verschiedene Wertigkeitsstufen 
durch heterogene, vollständige Gleichgewichte verknüpft sind, wo 
also eine kleine Aenderung der Temperatur oder des Druckes einen 
vollständigen Uebergang der einen Form in die andere zur Folge 
haben kann. Vollständige Gleichgewichte dieser Art finden sich 
zahlreich unter den Sauerstoffverbindungen der Metalle, wo als 
Phasen hôheres Metalloxyd, niederes Metalloxyd und Sauerstoff 
oder Metalloxyd, Metall und Sauerstoff auftreten; letzteres, wenn 
wir die Betrachtung bis auf das Nullwerden der Metall-Sauerstoff- 
valenz ausdehnen, zugleich also die Frage nach der mehr oder 
minder edlen Natur der Metalle mit hineinbeziehen. Die Oxyd- 
gleichgewichte bilden den besten Angriffspunkt, der Frage nach 
dem Temperaturkoeffizienten der Valenz näher zu treten; immerhin 
mu zur Zeit die Behandlung der Aufgabe noch unvollkommen 
sein und das nachstehende kann daher nur als ein vorläufiger 
Versuch auf diesem Gebiete betrachtet werden. 

Erwärmt man ein Metalloxyd bei konstantem Sauerstoffdrucke, 
so tritt bei einer bestimmten Temperatur vollständige Dissoziation 
in ein niederes Oxyd oder in das freie Metall und Sauerstoff ein. Die 
Gesamtheit aller zugehôrigen Grenzpunkte von Temperatur und 
Druck ergeben die Dissoziationskurve des zerfallenden Oxyds, die 
durchaus einer Dampfspannungskurve zu vergleichen ist. Die 
Kurven der Dissoziationstensionen trennen somit die Existenz- 
gebiete der einzelnen Oxyde und ich môchte sie im folgenden zur 
anschaulichen Kennzeichnung ihrer Bedeutung Wertigkeits- 
grenzen nennen. In der Figur 1 sind die Wertigkeitsgrenzen 
zwischen Kupfer und Sauerstoff gezeichnet; als Abszissen dienen 
die Temperaturen in Celsiusgraden, als Ordinaten die Drucke in 
Atmosphären. Die Tensionskurve des Kupferoxyds bildet die rechte. 
Grenze des Existenzgebietes dieses Stoffes; es folgt das Beständig- 
keitsgebiet des Kupferoxyduls, das durch seine Tensionskurve von 
dem Gebiete getrennt ist, in dem die Wertigkeit des Kupfers gegen 
Sauerstoff Null ist, also beide unverbunden nebeneinander existieren. 
Bei dem Partialdrucke des atmosphärischen Sauerstoffes z. B. 
würde bei 1010° Kupferoxyd in Oxydul übergehen und bei 1670° 
Kupferoxydul den Rest Sauerstoff verlieren. 

Vergleicht man Punkte der Wertigkeitsgrenzen von gleichem 
Sauerstoffdruck, so erhält man in der Zusammenstellung der zu- 
gehôrigen Temperaturen die gesuchte Abhängigkeit von Valenz 
und Temperatur, also die Daten für eine Valenzisobare. 

Wie man sieht, ist die Feststellung der Wertigkeitsgrenzen 
zunäcbst eine Aufgabe rein experimenteller Natur und in der Tat. 
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Druck in Atmosphären 


700° 800 900 1000 1/00 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 
Temperatur in Celsiusgraden. 
Figur 1. 


sind wir bereits besonders durch die Arbeiten Lothar Wôhlers 
im Besitze wertvollen Materials, das allerdings zum weitaus grôBten 
Teile auf die leicht zerfallenden Oxyde edlerer Metalle beschränkt 
ist. Der direkten Bestimmung der vollständigen Wertigkeitsgrenzen 
schwer reduzierbarer Oxyde dürften sich kaum überwindbare 
Schwierigkeiten entgegenstellen, da bei einigermafen beträcht- 
lichen Sauerstoffdrucken die Dissoziationstemperaturen hôüher 
werden, als die Gefäfmaterialien aushalten. Indirekte experimen- 
telle Wege würden hier, wie jüngst Sackur!) in einer allge- 
meineren Darstellung erläutert hat, zum Ziele führen. In Er- 
manglung zahlreicherer solcher mittelbarer Messungen sind wir 
indessen auf den Weg der Rechnung angewiesen. 

Nernst”) hat gezeigt, daB man auf Grund seines Wärme- 
theorems für heterogene Gleichgewichte zu einem Näherungsaus- 
druck gelangen kann, in welchem die Variabeln unserer Wertig- 
keitsgrenzen in Abhängigkeit von der Dissoziationswärme und den 


1) O0. Sackur, Die chemische Affinität, Braunschweig 1908, S. GO ff. 
2) Nacbr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen. Mathem.-physik. KI, 1906, 


Heft 1. 
20* 
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chemischen Konstanten eines Mols des vergasten Stoffes stehen. 
Bezeichnet p den Dissoziationsdruck in Atmosphären, T die ab- 
solute Dissoziationstemperatur, Q die Dissoziationswärme in gr 
Kalorieen und C die chemische Konstante, so gilt annähernd die 
Beziehung : 


logp = — Tir log T + C 


C ist für Sauerstoff 2.8. Sind die Bildungswärmen der Oxyde 
oder ihre Dissoziationswärmen bekannt, so sind die Wertigkeits- 
grenzen berechenbar. Wir gewinnen auf diesem Wege eine Vor- 
stellung auch von den Existenzgebieten sehr stabiler Oxyde, 
wobei freilich zu berücksichtigen ist, da$f manche der so errech- 
neten Kurven nicht vollständig realisierbar sind, weil zum Teil 
bei den fraglichen Temperaturen Schmelzen und Vermischung oder 
Vergasung der Oxyde oder der Metalle eintritt; die gefundenen 
Temperaturen sind dann nur RechengrôBen. Beträchtliche Fehler 
werden ferner durch die Unsicherheit vieler kalorimetrischer Mess- 
ungen bedingt, zumal die Reaktionswärmen multipliziert in die 
Rechnung eingehen. 

Da die Nernstsche Gleichung bisher nur an wenigen Oxyd- 
gleichgewichten geprüft ist, werden als Belege zunächst einige 
Beispiele dieser Art mitgeteilt werden, bei denen die aus Tensions- 
werten berechneten Dissoziationswärmen mit kalorimetrisch oder 
anderweitig ermittelten Daten verglichen sind. 


1. Zerfall von Palladiumoxydul. 


Lothar Wôhler') hat die Sauerstofftensionen des Palla- 
diumoxyduls nach der statisch manometrischen Methode gemessen. 
In der folgenden Tabelle sind die aus einigen seiner Werte be- 
rechneten Dissoziationswärmen neben den Temperatur- und Druck- 
werten angegeben. Die Wärmemengen werden der Kürze halber 
stets nach groBen Kalorieen gerechnet. Die Zahlen unterhalb des 
Striches entstammen einer zweïiten, unabhängigen Versuchsreihe 
Wôühlers. 


1) Z. f. Elektrochemie 11, 836 [1905]. 
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T | P | Q 
10130 | 0.054 | 43.2 
1126 | 0.70 | 42.7 
1150 | 101 | 42.8 
1029 | 0.088 | 42.9 
1133 | 0.94 | 423 

Mittel 42.8 


Da Q die zur Entbindung eines Moleküls Sauerstoff nôtige 
Wärmemenge ist, so wird die Dissoziationswärme eines Moleküls 
Palladiumoxydul: 

Pd0O = Pda+0 
gleich — 21.4 Cal. Thomsen fand 22.7. Nach der van’t Hoff- 


schen Gleichung berechnete Wôhler aus einigen Messungspaaren 
bei 22.8 und 25.4 Cal. liegende Wärmemengen. 


2. Zerfall von Iridiumdioxyd. 

W ühler!) berechnete nach van’t Hoff aus mehreren Druck- 
werten seiner Kurve als Dissoziationswärme pro Mol Dioxyd 
49.3 Cal Nach Nernst ergab sich der nahe gelegene Wert 
b2 Cal. 

3. Zerfall von Silberoxyd. 

Einige Werte der Kurve bei hohen Drucken hat Lewis”) 
gemessen und aus diesen nach van’t Hoff die Sauerstofftension 
bei 25° Celsius berechnet. Wir finden, wie oben: 


Gina 


2989 5.107‘ 14.2 
575 20.5 16.6 
598 32 16.8 
718 | 207 18.0 


1) Z. f. Elektrochemie 14, 97 [1908]. 
2) Z. f. physik. Chemie b5, 449 [1906]. 
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Die Dissoziationswärmen steigen hier merklich mit der Tem- 
peratur. Für 2b° folgt: 
Ag0 — Ag+0—7.1 Cal. 
in Uebereinstimmung mit der Messung Berthelots, die 7.0 ergab, 
und in guter Annäherung an die kritisch von Lewis gesichteten 
Wärmemengen, deren Mittel 6.34 ist. 


4 Uebergang von Baryumsuperoxyd in Baryumoxyd. 
Die Tension von Baryumsuperoxyd hat Le Chatelier! 
statisch gemessen. Aus einigen seiner Werte folgt: 


nl ul 


9439 | 0.105 | 38.7 
1023 | 0.447| 39.4 
1063 | 0.882| 39.5 


Mittel 39.2 


Hieraus ergibt sich auf Zimmertemperatur extrapoliert die 
Wärmeentwicklung : 

BaO: — BaO+0—17.5 Cal. 

Dieser Wert stimmt nicht mit dem Berthelotschen?), auch 
von Landolt und Bôürnstein aufgenommenen, 12.1, überein. Die 
Berthelotsche Zahl ist indessen, wie Ostwald®) gezeigt hat, 
infolge der Einbeziehung einer falschen Lôüsungswärme unrichtig. 
Der von Ostwald neuberechnete Wert 17.2 schliefit sich dem 
thermodynamisch berechneten sehr viel besser an. 


b. Zerfall von Platinoxydul. 

L. Wôbhler gibt an, daf sich Platinoxydul in reinem Sauer- 
stoff zwischen 510 und B60° zersetzt‘). Wir benutzen zur Rechnung 
den Wert t — b40° und finden Q — 29.3 Cal. bezw.: 

PtO = Pt+0—147 Cal. 

Nach Thomsen gilt: 


Pt(OH}: — Pt+0 + H:0 — 17.9 Cal. 
1) Compt. Rend. 115, 655 [1892]. 
2) Ann. Chim. Phys. [5] 6, 212 [1875]. 
8) Lehrbuch der allgemeinen Chemie IL , 256, 257 [1893]. 
4) Z. f. anorg. Chem. 40, 448 [1904]. 
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Zur Kritik dieser Zahl ist folgendes zu bemerken: Nach 
Wôhler!) existieren hydratische Oxyde der Edelmetalle, die unter 
Wärmeabgabe zerfallen. Trotzdem kann man aber, da diese ab- 
normen Erscheinungen hier wohl, wie bei dem von Ruer?) unter- 
suchten Zirkonhydrat, auf eine besondere Zustandsform zurückzu- 
führen sind, die von Thomsen gefundene Wärmeaufnahme 
beim Zerfall des Hydrates mit dem Wert der Bildungswärme des 
wasserfreien Oxyduls identifizieren, zumal sich die Bildungs- 
wärmen des hydratischen und nicht hydratisierten Kupferoxyds 
nur um 0.3 Cal. unterscheiden. Wôhler hat indessen darauf 
aufmerksam gemacht*), daf der Thomsensche Wert 17.9 an sich 
zu hoch ist, weil das nach Thomsens Vorschrift bereitete 
Oxydul 10—30°/ Platinoxyd enthalte. Man kann die zur Korrektur 
nôtige Wärmemenge schätzen, wenn berücksichtigt wird, daB unter 
einer Atmosphäre Sauerstoff wasserfreies Platinoxyd bei ca. 440° 
zerfällt{), woraus nach Nernst folgt: 


PtO: = P+t0+0—12,7 Cal‘). 


Da das Thomsensche Platinoxydul zu im Mittel 20 °/o durch 
Oxyd verunreinigt war, so ist also von dessen Bildungswärme ein 
Fünftel des eben erbaltenen Betrages abzuziehen und es folgt als 
korrigierte Bildungswärme des Oxyduls 17.9—2.5 — 15.4 gegen- 
über dem thermodynamisch erhaltenen Wert 14.7. 

Die Zusammenstellung der gefundenen und berechneten Wärme- 
mengen bestätigt übersichtlich die Gültigkeit der Nernstschen 
Formel auf dem Gebiete der Metalloxydgleichgewichte ). 


1) Z. f. anorg. Chem. 46, 331 [1905]. 

2) Z. f. anorg. Chem. 43, 298 [1905]. 

8) Z. f. anorg. Chem. 46, 343 [1905]. 

4) Platinoxydulhydrat zerfällt bei ca. 400°, Platinoxydul (wasserfrei) zerfällt 
bei 5400, Platinoxydhydrat zerfällt bei ca. 300°, Platinoxyd (wasserfrei) also ver- 
mutlich bei ca. 440. 

5) Wôühler gibt, ohne die Quelle zu nennen, als Wärmemenge für diese 
Reaktion ca. 20 Cal. an. 

6) Ein weiteres Beispiel vgl. bei O. Sackur, Die chemische Affinitàt, 
Braunschweig 1908, S. 65. 
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nach Nernst anderweïiti 
Reaktion OO Realtin |. > berechnet. | gefanden. : 
Pd0 — Pd+0 — 21.4 — 22.7 
IrO: = Ir +O: — 52 — 49.3 
AgO = Ag+0O — 7.1 -— 7.0 
BaO: — Ba0O+0 — 17.5 — 17.2 
Pt0O — Pt+0 — 14.7 — 15.4 


Die Daten für die Wertigkeitsgrenzen werden im Folgenden 
nach steigender Hôhe der Zersetzungstemperaturen des niedrigsten 
Oxyds geordnet, aufgeführt. 


1. Platinoxyde. 


a) Uebergang von Platinoxyd in Platinoxydul. 


Wir benutzen den oben aus der Zersetzungstemperatur be- 
rechneten ziemlich unsicheren Wert 12.7 und runden ihn für die 
Festlegung der Wertigkeitsgrenze ab: 


2PtO: — 2Pt0 +0: —25 Cal. 


Dann ergeben sich nach der Nernstschen Gleichung folgende 
Zahlen: 


T t p 


600° | 3270 | 0.035 
650 |377 | 0.20 
700 | 427 | 0.93 
730 | 457 | 2.09 


b) Zerfall von Platinoxydul in die Elemente. 

Der korrigierte kalometrische Wert für den Zerfall unter 
Abgabe eines Mols Sauerstoff war 30.8, der aus der Zersetzungs-. 
temperatur des Oxyduls im Sauerstoffstrome berechnete 29.3. Wir 
benutzen : 

2Pt0O = 2Pt+02—30 Cal. 
20 
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à t p 


7002 | 4270 | 0.025 
150 | 477 | 0.12 
800 |527 | 0.47 
850 | 5677 | 1.62 


Für sehr niedrige Temperaturen ist der Sauerstoffdruck der 
Oxyde durchweg sehr klein, aber endlich; alle Wertigkeitsgrenzen 
gehen vom Nullpunkt der Temperatur aus, entfernen sich zunächst 
kaum merklich von der Abszissenaxe, steigen mit grôBer werden- 
dem Sauerstoffdrucke schneller und oberhalb einer halben bis einer 
Atmosphäre recht schnell. Der Kurventypus, der aus der Zeich- 
nung der Wertigkeitsgrenzen des Kupfers zu ersehen ist, kehrt 
immer wieder; nur werden, wie auch dort schon der Vergleich 
der CuO/CuO und Cu20/Cu Grenze zeigt, die Kurven um so 
weniger steil, je hôher das Temperaturgebiet ist, in dem sie liegen. 

Die Wertigkeitsgrenzen des Platins liegen ziemlich dicht bei- 
sammen, das Existenzgebiet des Platinoxyduls ist also klein. 


2. Palladiumoxyde. 


a) Uebergang von Palladiumoxyd in Palladiumoxydul. 

Der Wärmeverbrauch berechnet sich aus den Thomsenschen 
Bildungswärmen der hydratischen Oxyde, die denen der wasser- 
freien gleichgesetzt werden. 

2PdO2 — 2 PdO + Où — 15.4 Cal. 


E LE de 
1000 | 1270 | 0.085 
|152 | 0.29 


450 177 | 0.89 
465 192 | 1.66 


Für den Sauerstoffdruck einer Atmosphäre findet man durch 
Interpolation aus der Kurve die Dissoziationstemperatur t — 180° 
in hinreichender Uebereinstimmung mit einer Angabe Wôhlers'), 


1) Z. f. anorg. Chem. 46. 352 [1905]. 
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nach der unter dieser Bedingung wasserhaltiges Palladiumoxyd 
oberhalb 200° zu Oxydul reduziert wird. 


b) Zerfall von Palladiumoxydul in die Elemente. 


Die Kurve ist von Wôühler!') gemessen. Nach dem oben 
erhaltenen Mittelwerte der aus dieser berechneten Dissoziations- 
wärmen ergänzen wir die Kurve über ein weiteres Druckgebiet. 


2P4O = 2Pd+ Or — 428 Cal. 
alone 


9509 | 677° | 0.014 
1080 | 807 | 0.28 
1160 | 887 | 1.23 
1170 | 897 1.48 


Bei p — 1 dissozüerte Palladiumoxyd bei 180°, Palladium- 
oxydul dissoziiert bei 875°; das Existenzgebiet des Palladium- 
oxyduls ist also bedeutend grôBer, als das des Platinoxyduls. 


8. Kupferoxyde. 


a) Uebergang von Kupferoxyd in Kupferoxydul. 

Die Messung der Tension des Kupferoxyds wird nach L. Wôhler 
durch die Bildung fester Lüsungen der Oxyde erschwert?). Wôhler 
berechnet nach van’t Hoff die Kurve aus dem besten Werte 
t — 960°, p — 50 mm und der Thomsenschen Reaktionswärme: 
2CuO = Cw0+0—335 Cal Nach Nernst finden wir aus 
Wôhlers Zahlen zwar konstante Dissoziationswärmen, die aber 
statt 33.5 im Mittel nur 26.2 betragen. Da die von Wôhler 
gemessene Tension nicht sehr weit von der Wahrheit entfernt 
sein dürfte, empfehlt es sich, unter Verzicht auf den kalorime- 
trischen Wert mit der aus jener Tension berechneten Dissoziations- 
wärme die Kurve zu ergänzen. 


4CuO = 2Cu20 + O: — 52.4 Cal. 


1) Z. f. Elektrochem. 11, 836 [1905]; vgl. ebenda 12, 781 [1906]. 
2) Z. f. Elcktrochem. 12, 781 [1906]. 
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D A EE 


1233° | 960° | 0.066 
1323 |1050 |0.41 
1360 |1087 10.71 
1400 |1127 | 1.32 
1420 11147 | 1.78 


Für die Zersetzung von Kupferoxyd in Luft, p — 0.21, finden 
wir die Temperatur t — 10102. 

Mit Hilfe der Dulongschen Dissoziationswärme: 4CuO — 
2 Cus O + O: — 70 Kal. hat Stahl!) jüngst diese Wertigkeitsgrenze 
berechnet, aus welcher der sicherlich zu hohe Wert t — 1406° folgt. 


b) Zerfall von Kupferoxydul in die Elemente. 
Nach Thomsen gilt: 
2Cu20 — 4 Cu + O: — 81.6 Cal. 
Daraus folgt: 


d' | t | p 
1900° |1627° | 0.14 
2000 11727 | 0.45 
2100 11827 | 1.29 
2300 |2027 | 84 


In Luft dissozüert Kupferoxydul demnach bei 1670. Stahl, 
der dieselbe Rechnung mit dem gleichen Resultat durchfübrte, 
gibt an, daf diese Zersetzungstemperatur mit den Erfahrungen, 
die an Mansfelder Kupferraffinierüfen gemacht wurden, gut zu 
vereinbaren ist. 


4, Thalliumoxyde. 


a) Uebergang von Thalliumoxyd in Thalliumoxydul. 


Nach Thomsen beträgt die Bildungswärme von hydratischem 
Thalliumoxyd 86.4 Cal. Wir benutzen für wasserfreies Oxyd den 
etwas niedrigeren Wert 85 und ermitteln hieraus und aus der ab- 


1) Stahl, Metallurgie, 4, 685 [1907] 
2 + 
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gerundeten Bildungswärme des wasserfreien Thalliumoxyduls die 
Dissoziationswärme : 


TL Os 


= 2Tl1+30—85 Cal. 
TlO = 2T1+0—42 Cal. 
Tl O3 = Tl20 + Or — 48 Cal. 
É t | P 
1000 | 7279 | 0.044 
1100 | 827 0.37 
1200 | 927. | 2.24 


In Luft dissozüert Thallioxyd demnach bei 810°. Ueberein- 
stimmend beobachtete Rabe!), daf das Oxyd bei 600° und bei 


seinem Schmelzpunkte 725° stabil ist und sich erst bei heller 
Rotglut zerlegt. 


b) Zerfall von Thalliumoxydul in die Elemente. 
Wir benutzen den kalorimetrischen Wert: 


2TkO = 4TI+02—84 Cal. 


T t P 
1800° | 15272 | 0.020 
2000 1727 ; 0.25 
ATOUE OT LE AU 


d. Bleioxyde. 
a) Uebergang von Bleisuperoxyd in Mennige. 
Debray?) fand, daB Bleisuperoxyd, in Luft auf 350° erhitzt, 
zunächst Bleisesquioxyd, Pb203, liefert, das bei weiterem Ver- 
weilen in dieser Temperatur sehr langsam in Mennige übergeht. 
Der Wärmeverbrauch bei der Dissoziation: Bleisuperoxyd-Mennige 


1) Z. f. anorg. Chem. 55, 142 [1907]. 
2) Compt. Rend. 86, 513 [1878]. 


> 0 « 
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berechnet sich auf Grund dieser Angabe nach Nernst zu 23.8 Cal, 
wonach die Wertigkeitsgrenze berechnet wurde. 


S8PbO: = Pbs O1 + 0: — 28.8 Cal. 


OU PAAATE 
623 | 800 | 0.21 
100 | 427 | 219 


b) Uebergang von Mennige in Bleioxyd. 
Die Tension der Mennige ist von Le Chatelier!') nach der 
statischen Methode bestimmt worden. Aus seinen Daten folgen 
die nachstehenden Dissoziationswärmen: 


Tue t Da 


445° | 0.0066 | 32.7 


718° 
773 |500 |0.079 | 31.6 
898 | 535 [0214 | 3292 


Mittel 32.2 
2 Pb3 O1 = 6PbO + Os — 32.2 Cal. 


Zur Ergänzung der Tensionskurve fügen wir noch das hieraus 
berechnete Wertepaar, t — 640°; p — 1.56, hinzu. 

Das Existenzgebiet der Mennige liegt bei p — 0.21 zwischen 
860° und 550°, was durchaus dem Rezepte entspricht, nach dem 
man zur Darstellung der Mennige Bleioxyd an der Luft auf 500° 
erhitzen soll. 

Eine weitere Kontrolle dieser Wertigkeitsgrenzen Pb O:/Pbs O4 
und Pb30:/PbO ermüglicht der Vergleich mit der kalorimetrisch 
von Tscheltzow?) bestimmten Dissoziationswärme: 

PbO: = PhO+0—12.1 Cal. 

Die thermodynamisch aus den Tensionskurven erhaltenen 
Wärmemengen gestatten die Berechnung dieser Dissoziations- 
wärme, wie folgt: 


1) Bull. Soc. chim. [3] 17, 791 [1897]. 
2) Compt. Rend. 100, 1453 [1565]. 
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GPbO: — 2 Pbs O1 + 40 — 47.6 Cal. 
2Pb304 — 6PbO +20 — 32.2 Cal. 
6PbO: — 6PbO+60—79.8 Cal. 
PbO: = PbO+0—18.3 Cal. 
c) Zerfall von Bleioxyd in die Elemente. 
2PbO = 2Pb+0O2:—100.6 Cal. (Thomsen) 


Tate 


2000° | 1727° | 0.0038 
2300 12027 | 0.13 
2500 |2227 | 0.87 
2600 12327 | 2.04 


Stahl findet die entsprechenden Werte, deren hôhere bei der 
niedrigen Verdampfungstemperatur des Bleioxyds unmittelbar nur 


als RechengrôBen gelten dürfen. 


6) Antimonoxyde. 


a) Uebergang von Antimonpentoxyd in Antimontetroxyd. 


Ueber diesen Zerfall existiert nur eine, sehr unsichere Angabe 
von Baubigny!'), nach der in Luft unterhalb 440° die Reaktion 
merklich werden soll. Aus t — 400°; p — 0.21 berechnet sich 


der Wärmeverbrauch 26 Cal. 
2 Sbz Os — 2 Sbz Os + Os — 26 Cal. 


710 | 437 | 0.60 
745 | 472 | 1.58 


1) Compt. Rend. 124, 499, 560 [1897]. 
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b) Uebergang von Antimontetroxyd in Antimontrioxyd. 


Antimontetroxyd dissoziiert nach Baubigny in Luft erst 
oberhalb Silberschmelzhitze. Wir folgern aus t — 970°; p — 0.21: 


2 Sb2 Oa — 2 Sbe Os + Os — 50.5 Cal. 
a PA À 


1200° | 9270 | 0.095 
1243 | 970 |0.21 
1300 | 1027 | 0.56 
1360 | 1087 | 1.41 


Der Wärmeverbrauch beim direkten Uebergang von Pentoxyd 
zu Trioxyd läft sich aus den Thomsenschen Bildungswärmen 
der Hydrate berechnen; doch stimmt hier diese Zahl nicht, wie 
es beim Blei der Fall war, mit der aus den Wärmemengen bei 
stufenweisem Zerfall erhaltenen überein. 


c) Zerfall von Antimontrioxyd in die Elemente. 


Unter Benutzung der Bildungswärme des hydratischen Oxyds 
ergibt sich: 
3ZSb203 = #$Sb+O2—111.6 Cal. 


4 \ t p 


2500° | 22279 | 0.096 
2700 12427 |0.58 
2850 12577 | 1.86 


7. Kobaltoxyde. 


a) Uebergang von Kobaltsesquioxyd in Kobaltoxydul. 
Die Dissoziationswärme ergibt sich aus der Thomsenschen 
Bildungswärme des hydratischen Kobaltsesquioxyds und der 
Dulongschen Bildungswärme des Kobaltoxyduls. 


Co: Os = 2Co +30 — 149.4 Cal. 
2Co0 = 2Co+20—127.6 Cal. 


Co20s — 2Co0+0—21.8 Cal. 
2Co203 — 4CoO + O2 — 43.6 Cal. 
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4h t P 
1000? | 727° 0.032 
1100 | 827 0.28 


1150 | 877 0.73 
1200 | 927 : 174 


Die unmittelbare Dissoziation von Sesquioxyd zu Oxydul läBt 
sich nicht verwirklichen; denn das Sesquioxyd liefert zunäcbst 
Oxyduloxyd, das seinerseits zerfällt. Der Sesquioxydzerfall liegt 
niedriger, der Oxyduloxydzerfall hôüher ')}, als die somit nur als 
Durchschnittswert Gültigkeit besitzende, berechnete Temperatur. 


b) Zerfall von Kobaltoxydul in die Elemente. 
2C00 — 2Co +0O2:—127.6 Cal. Dulong) 


Lapin 6 [2 CD 
2750" : 24770 : 0.048 
2900 |2627 ! 0.17 
3100 12827 | 0.80 
3200 |2927 | 1.58 


3250 |2977 | 24 


8 Eisenoxyde. 


Die Dissoziationswärmen der Oxyde sind von Le Chatelier*) 
gemessen : 


1) GFeO3 — 4FesO1+ O>— 88.8 Cal. 
2) 2Fes304 — 6FeO+0:—151.2 Cal. 
83) 2FeO — 2Fe+02:—129.2 Cal. 
4) 1FesO04 = 11Fe+0:—1347 Cal. 


1) Nach einer soeben erschienenen Mitteilung von H. W. Foote und E. K. 
Smith (Journ. Amer. Chem. Soc. 30, 1344 [1908]) erreicht Kobaltoxyduloxyd 
bei 905° den Sauerstoffdruck der Luft; für den Uebergang von Sesquioxyd in 
Oxyd berechnet sich aus unseren Zahlen S05°. Die mit Benutzung jenes Wertes 
ermittelte Valenzisobare würde sich der im folgenden abgeleiteten Regel noch 
Lbesser fügen, als die gezeichnete. Vgl. S. 22. 

2) Compt. Rend. 120, 623 [1895]. 
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Der Vergleich dieser Dissoziationswärmen zeigt die. merk- 
würdige Tatsache an, daf Eisenoxyduloxyd in einer Sauerstoff- 
atmosphäre bei einer niedrigeren Temperatur in die Elemente 
zerfällt (134.7 Cal), als in Sauerstoff und Eisenoxydul (151.2 Cal.) 
das seinerseits wieder bei niedrigerer Temperatur (129.2 Cal.) zu 
Metall reduziert wird, als das Oxyduloxyd'). Eine Bedeutung für 
uns hat also nur die Berechnung der Wertigkeitsgrenzen Fes Os/Fes O4 
und Fes O1/Fe nach den Gleichungen 1) und 4). 


a) Uebergang von Eisenoxyd in Eisenoxyduloxyd. 


2000° 1727 . 0.073 
2200 1927 | ©. 66 
2300 : 2027 1.70 


T BE ai 
| 


Der Dissoziationstemperatur, t — 1815°; p — 0.21, entspricht 
die bekannte Bildungsweise des Oxyduloxyds bei sehr hohen Hitze- 
graden ?). 

b) Zerfall von Eisenoxyduloxyd in die Elemente. 


SENS ST dt) 


2800° | 2527° | 0.021 
3040 [2767 | 0.16 
8200 |2927 | 0.53 
3320 |3047 | 1.20 
3880 |3107 | 1.78 


An diesem Beispiel wird recht deutlich. wie relativ schwach 
die Wertigkeitsgrenzen in sehr hohen Temperaturgebieten an- 
steigen. Dem Steigen der Tension von 0.2 auf 0.4 Atmosphären 
entspricht hier ein Temperaturzuwachs von ca. 80°, während hier- 


1) Die Berechnung der Tensionskurven der Eisenoxyde aus thermischen 
Daten hat bereits v. Jüptner ausgeführt, ohne, soweit aus der mir zugänglichen 
Verüffentlichung zu ersehen ist, das Eigentümliche dieser Beziehungen besonders 
zu betonen. Metallurgie 4, 706 [1907]. 

2) P. T. Walden, Journ. Amer. Chem. Soc. 30, 1350 [1905], fand ganz 
neuerdings den sehr viel niedrigeren Wert 1350°. Die Neigung der Valenzisobare 
würde hierdurch verhältnismäfig nicht sehr stark beeinfluft werden. Vgl. S. 314. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. . 1908. Ileft 4. SH 


310 Wilhelm Biltz, 


für bei der Dissoziation von Palladiumoxydul ein solcher von ca. 
40° und bei dem Palladiumdioxyd ein solcher von 15° genügte. 


9. Manganoxyde. 
a) Uebergang von Mangandioxyd in Mangansesquioxyd. 
Dieses Gleichgewicht haben R. J. Meyer und K. Rôtgers!} 
nach der dynamischen Methode in Luft und in reinem Sauerstoff 


gemessen. Nach Nernst berechnet sich daraus der Wärme- 
verbrauch. 


eo 


803° | 530° | 0.21 


31.4 
838 | 565 1.00 | 30.3 
Mittel 30.9 


4MnO2 — 2 Mne Os + Os — 30.9 Cal. 
Mit diesem Mittelwert wird die Wertigkeitsgrenze ergänzt. 


D 
750° | 477° | 0.065 
803 | 530 | 0.21 
838 | 565 | 1.00 
860 | 587 | 1.20 


b) Uebergang von Mangansesquioxyd in Manganoxyduloxyd. 


Nach den Messungen von Meyer und Rôütgers folgt, wie 
oben: 


St Le 


1213° | 940° 0.21 408 
1363 | 1090 | 1.00 | 51.6 
Mittel 50.4 


GMn203 — 4 Mns Os + O2 — 50.4 Cal. 
Ergänzt ergibt sich: 


1) Z. f. anorg. Chem. 57, 104 [1908]. 
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1160° | 887° | 0.045 
1213 | 940 | 0.21 
1280 | 1007 | 0.42 
1363 | 1090 | 1.00 
1400 | 1127 | 2.69 


Vergleicht man die aus diesen Dissociationswärmen berechnete 
Zahl für den unmittelbaren Uebergang von Dioxyd in Oxyduloxyd 
mit dem kalorimetrischen Wert Le Chateliers!), so findet man, 
wie beim Antimon, eine beträchtliche Abweïichung: 35.8 gegen 
48.0 Cal. Wir bevorzugen die einwandfreien direkten Messungen 
Meyers und Rôütgers gegenüber der Rechnung mit der kalori- 
metrischen Zahl, die zu wesentlich hôher gelegenen Wertigkeits- 
grenzen führen würde. 


c) Uebergang von Manganoxyduloxyd in Manganoxydul. 
2MnsO04 — 6 MnO +O:—111 Cal. (Le Chatelier) 


EN 


2440° | 2167°| 0.06 
2540 | 2267 | 0.16 
2700 | 2427 | 0.63 
2830 | 2557 | 1.82 


d) Zerfall von Manganoxydul in die Elemente 
2MnO — 2 Mn + O2 — 181.6 Cal. (Le Chatelier). 


3800° | 3527° | 0.04 
4000 | 3727 | 0.15 
4300 | 4027 | 0.83 
4500 |4227 | 2.29 


1) Compt. Rend. 122, 80 [1896]. 
21* 
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Zur Zeichnung der Valenzisobaren stellen wir die Gleich- 
gewichtstemperaturen für den Sauerstoffdruck einer Atmosphäre !) 
zusammen, die durch Interpolation aus den nach den mitgeteilten 
Daten gezeichneten Wertigkeitsgrenzen ermittelt wurden. 


1 À t 
PtO2/Pt0O 703° 430? 
PtO/Pt . 828 555 
PdO:/Pd0 453 180 
PdO/;Pd 1148 875 
Cu O/Cuw O 1383 1110 
Cu: O/Cu 2073 1800 
T1: O3/Tle O 1148 875 
Tle O/TI 2138 1865 
Pb O2/Pbs Os 663 390 
Pb3 O4/PbO 888 615 
PbO/Pb 2513 2240 


Sbz Os/Sbz Ou 723 450 
Sbz O4/Sbz Os 1333 1060 


Sbz Os/Sb 2763 2490 
Cos Os/Co O 1168 895 
Co OjCo 3133 2860 
Fes Os/Fes Os 2243 1970 
Fes Ou]Fe 3298 3025 


Mn O2/Mne Os 843 570 
Mne Os/Mns O4 1363 1090 
Mns O1/MnO 2773 2500 
MnO/Mn 4323 4050 


Die Anordnung nach steigender Zersetzungstemperatur des 
niedrigsten Oxyds ist zugleich die absteigende Ordnung für den 
Edelmetallcharakter. Eine Kontrolle für die Reïhenfolge unserer 
Zahlen hat man in der Spannungsreihe, die ja die entsprechende 
Anordnung aufweisen muf. Nimmt man noch Silber mit der Re- 
duktionstemperatur T — 488°; p — 1.0 und Quecksilber mit der 


1) Nimmt man statt p — 1 z. B. p — 0.21, so ändert sich im folgenden 
Vergleich nichts wesentliches. 
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mittleren Reduktionstemperatur T — 7230; p — 1.0!) hinzu, s0 
ergibt sich, abgesehen vom Thallium, eine übereinstimmende Folge. 


T & Volt 
Ag 4882 — 0.771 
Hg 723 — 0.753 
Cu 2073 — 0.329 


T1 2138 + 0.322 
Pb 2513 + 0.151 
Co 3133 + 0.232 
Fe 3298 + 0.344 : 
Co 4323 + 1.075 


In der Kurventafel der Valenzisobaren (S. 314) sind die absoluten 
Temperaturen der vorletzten Tabelle als Abscissen gewählt. Als 
Ordinaten dienen die Valenzen, und zwar in dem Sinne, da rechts 
neben den Temperatur-Valenzpunkten immer diejenige Wertigkeits- 
form unbeständig ist, die durch die links an der Ordinatenaxe ab- 
zulesende Zahl bezeichnet ist. Links des Punktes 4/453 ist also 
Palladium vierwertig, rechts davon nicht mehr: rechts von dem 
Punkte 2/1148 ist Palladium nicht mehr zweiwertig; rechts von 
3/1363 ist Mangan nicht mehr dreiwertig u. s. f. Naturwissen- 
schaftlichen Sinn haben auf diesen Kurven also nur die Punkte, 
in welchem jene die einer môglichen Wertigkeit entsprechende 
Horizontale schneiden. 

Allen betrachteten Elementen ist gemeinsam, da ihre Valenz 
mit steigender Temperatur fällt. 

Betrachtet man den Verlauf einer einzelnen Isobare eines 
Elementes mit mehr als zwei Wertigkeitsmôglichkeiten (Mangan 
oder Antimon oder Blei), so fällt auf, daB die Neigung der Linie 
um so stärker wird, je gesättigter die Verbindung ist und je 
weiter sich die Kurve also dem Temperaturnullpunkt nähert. Die 
Temperaturdifferenzen, welche die Existenzgebiete hôherer Oxyde 
bezeichnen, sind kleiner als die bei den niederen Oxyden. Wenn 
man berücksichtigt, daB nach der Gleichung für die Berechnung 
vergleichbarer Affinitäten: À — —RTlnp für gleiche Druckwerte 
die Zersetzungstemperatur eine der Affinität proportionale Grôülie 
ist, so bedeutet die Verkleinerung der Existenzgebiete mit wach- 
sender Absättigung des Metalls eine abnehmende Affinität des 
Metallatoms zum Sauerstoff. Je weiter die Oxydation von ihrem 
Endziele — Ueberführung des Metalls in die hôchste Oxydations- 


1) Berechnet nach Pélabon, Compt. Rend. 128, 825 [18991]. 
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stufe — entfernt ist, desto grôBer ist die Affinität des Vorganges. 
Ein solcher Schluf ist bereits mehrfach!) u. a. auch auf Grund 
der Wärmetôünungen selbst”) gezogen worden, soweit man jene 
als exaktes Ma8 der Affinät ansehen konnte, und er korrespondiert 
mit den Erfahrungen über den Dissoziationsgrad der Wasserstoff- 
ionen mehrwertiger Säuren!). 

Vergleicht man aber die Valenzisobaren sämtlicher untersuchter 
Elemente, so scheint dieses Ergebnis einer bemerkenswerten Ver- 
allgemeinerung fähig: Unabhängig von der Natur des 
Metalles und unabhängig von dem Betrage seiner 
Valenz wird die Neigung der Valenzisobare stärker, 
je niedriger die Temperatur ist. Aus der Nebeneinander- 
stellung der absoluten Temperaturen und der Tangenten der Nei- 
gungswinkel ergibt sich, daf diese im allgemeinen mit abnehmender 
Temperatur wachsen. Neben den Temperaturen stehen die Bezeich- 
nungen der zugehôrigen Isobaren geklammert ®). 


LE tga T tga 
4323° (Mn) 0.135 2073 (Cu) 0.588 
3298 (Fe) 0.128 1363 (Mn) 0.769 
3133 (Co) 0.204 1333 (Sb) 0.667 
2763 (Sb) 0.274 1148 (Pd) 1.11 
2513 (Pb) 0.161 888 (Pb) 2.69 
2138 (T1) 0.833 828 (Pt) 6.69 


Freilich zeigen sich eine ganze Anzahl kleinerer Abweïichungen 
— es wäre wegen der Unvollkommenheit der Unterlagen selbst 
bei exakter Gültigkeit unserer Regel merkwürdig, wenn es nicht so 
wäre — und Thallium, dieses vielseitig wandelbare Element, fällt 
ganz heraus ‘); aber statistisch genommen, gehôürt zu den niederen 


1) Abegg, Versuch einer Theorie der Valenz und der Molekularverbindungen. 
Christiania, Videnskabsselskabets Skrifter I. Mathem.-naturw. KI. 1902 No. 12. 

2) Thomsen, Thermochemische Untersuchungen III, 525 [1883]. Ber- 
thelot, Thermochimie I, 214 [1897]. 

3) Für Mangan ist die Valenzisobare zwischen dem Aufbüren der Dreiwertig- 
keit und dem Beginne der Nullwertigkeit gewählt und die gestrichelt gezeichnete 
Linie, die über das Oxyduloxyd führt, übergangen. Die Unregelmäligkeit, die 
durch die Berücksichtigung des Oxyduloxyds in die Kurve kommen würde, ist 
wahrscheinlich fehlerhaft und dadurch bedingt, daf für die hôheren Valenzen ex- 
perimentell ermittelte Zersetzungstemperaturen benutzt werdeu konnten, während 
für die niederen die Temperaturen.aus den Dissoziationswärmen berechnet werden 
muBten, obwohl sich schon bei jenen Differenzen von Rechnung und Versuch ge- 
zeigt hatten. 

4) Die Anomalie beim Thallium würde verkleinert, wenn ein den Thallo 
Thallisalzen entsprechendes Zwischenoxyd gefunden würde. 
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Temperaturen eine grôBere Neigung der Isobare und umgekehrt. 
Ausnahmslos liegen für Temperaturen bis 1200° die 
Tangenten über 1; bei 1200—2200° zwischen 1 und 
0.5 und bei Temperaturen darüber zwischen 0.3 und 0.1. 

Besonders auffällig ist, daB die absolute GrôBe der Wertig- 
keit keine wesentliche Rolle spielt. Für zwei Elemente, von denen 
das eine fünf- und dreiwertig, das andere zwei- und einwertig ist, 
würde die gleiche Neigung der .Valenzisobare resultieren, wenn 
sich das Sesquioxyd der ersten und das Monoxyd der zweiten bei 
gleicher Temperatur reduzieren liefen (vgl. die Sb- und die Mn- 
Kurve bei 1350°). Vielmehr kommt es auf den Betrag der Valenz- 
änderung an. Je hôher die Temperatur, desto weniger schroff 
ist der Valenzwechsel. Ein unmittelbarer Valenzabfall von 4 auf 
2 wird im allgemeinen bei hôherer Temperatur nicht zu finden 
sein, wohl aber Aenderungen von 4 auf 8, von 3 auf 2. Schroffe 
Valenzwechsel bei hohen Temperaturen würden, wenn sich die 
Isobare unserer Regel fügen sollte, äuBerst verschiedene Affinitäten 
pro Valenzeinheit bedingen, wie sie bei den untersuchten Metallen 
sich nicht finden. 

Aufer diesen Oxyden gibt es noch zwei anscheinend kleinere 
Klassen von Oxyden, die der Regel nicht folgen. 

Zur ersten Klasse gehôren die Oxyde, die endotherm aus 
den hôheren Oxyden und Metall entstehen. Ein Beispiel ist das 
Jridiumsesquioxyd, das nach L. Wôhler bei 400° in Iridiumoxyd 
und Iridiummetall zerfällt !). Da diese Temperatur in das Existenz- 
gebiet des Iridiumdioxyds gehôürt, so kann man die Wärme-Ent- 
wicklung bei jener Reaktion unter der experimentell begriündeten 
Annahme berechnen, daf das Primäre des Vorganges der Zerfall 
des Sesquioxyds in die Elemente ist, aus denen sich das Dioxyd 
z. T. zurückbildet. Die Dissoziation des Iridiumsesquioxyds wurde 
in einer Kohlendioxydatmosphäre bcobachtet, der Sauerstoffdruck 
war also auch während der sauerstoffliefernden Reaktion klein. 
Für p— 0.01—0.001 berechnet sich sich Q — 30—33 Cal. 
Wenn wir schätzungsweise Q — 30 Cal. sctzen und mit der Dis- 
soziationswärme des Iridiumdioxyds kombinieren, so ergibt sich: 


21Ir20s — 4Ir + 302 — 90 Cal. 
81rO: — 38Ir + 802— 150 Cal. 
21r203 — 81rO:+Ir +60 Cal. 


1) Z. f. anorg. Chem. 57, 556 [1908] 
Pi 


Ueber die Temperaturabhängigkeit der Valenz zwischen Metallen u. Sauerstoff. 317 


Wir wollen lediglich Wert auf das positive Vorzeichen 
der Wärmemenge legen und sehen also, da hinsichtlich seiner 
Bildung aus Iridium und Iridiumdioxyd das Sesquioxyd endo- 
therm ist. 

Zur zweiten Klasse gehôren einige niedere Oxyde, deren 
Wärmetônung beim Uebergange in das hôhere Oxyd und Metall 
nahezu Null ist und deren Wertigkeitsgrenzen gegenüber dem 
Gebiete der unverbundenen Elemente mit denjenigen gegenüber 
den hôheren Oxyden nahezu oder vüllig zusammenfallen. Nach 
Delépine und Hallopeau') dissozieren die Wolframoxyde 
mit folgendem Wärmeverbrauch: 


1 WoO3 — ?/3 Wo + O2 — 130.8 Cal. 
2Wo0Os — 2 Wo Os + Oo — 129.8 Cal. 
WoO: — Wo +0: — 131.4 Cal. 


Aus der Gleichheit der Dissoziationsswärmen folgt nach 
Nernst die Gleichheit der Dissoziationstemperaturen. Man kann 
also Wolframtrioxyd nicht ohne Vorsichtsmafregeln durch syste- 
matisches Reduzieren zu Dioxyd abbauen, denn dieses besitzt neben 
Sauerstoff gleichen Druckes kein eigentliches Gebiet stabiler Exi- 
stenz, sondern man muf die Reaktionsgeschwindigkeit so einrichten, 
daB man den Versuch unterbrechen kann, wenn die dem Dioxyd 
entsprechende Gewichts- oder Farbänderung eingetreten ist. Diese 
Arbeitsvorschrift von Berzelius entspricht jener thermochemi- 
schen Folgerung. Offenbar liegen die Verhältnisse beim Molybdän 
ganz gleich, bei welchem ein unvorsichtiges Fortsetzen der Re- 
duktion von Trioxyd unmittelbar zu Metall führt. 

Ein drittes Beispiel bietet das Zinn. 


2SnO: — 2Sn0+O: —1381 Cal. 
2S8nO — 2$Sn+O2—136 Cal. 


Die Wärmemengen weichen prozentual so wenig von einander 
ab, daB es verständlich wird, warum man das Zinnoxydul als 
stabile Zwischenstufe weder bei der Oxydation des Zinns noch bei 
der Reduktion des Zinndioxyds erhält. 


1) Compt. Rend. 129, G00 [1899]. 
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Zur Kinetik des Dissoziationsgleichgewichtes 
und der Reaktionsgeschwindigkeit. 


Von 
F. Krüger. 
Vorgelegt durch Herrn Voigt in der Sitzung am 19. Dezember 1908. 


Eine kinetische Theorie der Dissoziation wurde zuerst von 
Boltzmann!) entwickelt. Es gelang ihm, die Gleichungen, welche 
die Abhängigkeit der Dissoziation der Gase vom Druck und von 
der Temperatur darstellen, die sog. Reaktionsisotherme und die 
Reaktionsisochore auf Grund kinetischer Vorstellungen abzuleiten, 
indem er die Wahrscheinlichkeit dafür berechnete, daB sich ein 
Atom oder Molekül in der sog. Wirkungssphäre eines anderen 
Atoms oder Moleküls, mit dem zusammen es eine Verbindung ein- 
geht, befindet und nicht in dem von Wirkungssphären freien Raume, 
d. h. also dafür, ob es chemisch gebunden oder frei ist. 

Das Gleichgewicht zwischen gebundenen und ungebundenen 
Atomen oder Molekülen wird hier gewissermafen als ein statisches 
behandelt; nach Boltzmann?) ist ,der Hauptvorzug seiner all- 
gemeinen Formel gerade der, daB sie die Anzahl der chemisch 
gebundenen Atompaare zu berechnen gestattet, ohne da man 
speziell auf den Vorgang der Entstehung oder Wiederauflüsung 
derselben einzugehen braucht“. Nach Analogie des Gleichgewichtes 
zwischen Flüssigkeit und ihrem Dampf haben wir aber auch hier 
einen solchen beständigen kinetischen Austausch anzunehmen. Ist 
der Zustand vom Gleichgewicht entfernt, so gibt die Formulierung 
dieses Vorganges der Reaktion die bekannten Gleichungen der 
Reaktionsgeschwindigkeit. Diese Formulierung gelingt bekanntlich®) 


1) Boltzmann, Vorles. über Gastheorie, II, p. 177—217. Leipzig 1898. 
2) Vorles. über Gasthcoric, II, p. 186. Leipzig 1898. 
3) Vergl. z. B. Nernst, Theoret. Chemic. Stuttgart. 6. Auf. 1908. 
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leicht dadurch, daB man die Geschwindigkeit der Reaktion in eine 
Richtung der Anzahl der Zusammenstôfie der reagierenden Mole- 
küle proportional setzt, die wiederum dem Produkt der ersten 
oder einer hôheren Potenz der Konzentrationen der reagierenden 
Moleküle proportional sind. Erhielt man so leicht die Gesetze 
der Reaktionskinetik für eine konstante Temperatur, so gelang es 
jedoch bisher nicht — erst ganz neuerdings liegt ein weiter unten 
zu besprechender Versuch vor —, die Erfahrungstatsache kinetisch 
zu deuten, da8 der Temperaturkoeffizient chemischer Reaktionen 
eine abnorme Grüfe besitzt: Bei den meisten Reaktionen steigt 
die Geschwindigkeit bei einer Temperatursteigerung von 10° auf 
das Zwei- bis Dreifache. Diese GrôBe ist nicht zu erklären aus 
der Zunahme der Anzahl der ZusammenstôBe mit der Temperatur, 
denn diese Anzahl ist nur der Quadratwurzel aus der Temperatur 
proportional. 


Nun ist zwar weiterhin die kinetische Theorie der Dissoziation 
einerseits von L. Natanson!), andererseits von G. Jäger?) 
unter Berechnung der in der Zeiteinheit sich bildenden und zer- 
fallenden Moleküle weiter entwickelt; allein in diesen Theorieen, 
von denen noch weiter unten die Rede sein wird, wird das ge- 
nannte Problem nicht behandelt. 


Erst neuerdings hat H. Goldschmidt®) eine kinetische Ab- 
leitung des Temperaturkoeffizienten der Reaktionsgeschwindigkeit 
zu geben gesucht unter Zugrundelegung folgender Hypothese: 


Die Geschwindigkeit einer Umlagerungsreaktion in einem 
idealen Gase erscheint in erster Annäherung bestimmt durch die 
Anzahl jener Moleküle, deren Geschwindigkeit einen bestimmten 
— extrem hohen — Minimalwert erreicht oder übersteigt. — Die 
Geschwindigkeit wird einfach dieser Anzahl proportional gesetzt. 
Diese Annahme kommt der Grundlage der Jägerschen Berech- 
nung der Anzahl der zerfallenen Moleküle sehr nahe, unterscheidet 
sich jedoch wesentlich dadurch von ïhr, daf in ihr die (Geschwin- 
digkeit des Zerfalls für all diese Moleküle mit sehr verschiedenen 
Geschwindigkeiten als gleich angenommen wird, eine Annahme, 
die starken Bedenken unterliegt. Als eine exakt kinetische Theorie 
dürfte diese Arbeit daher wobhl kaum aufzufassen sein. 


1) L. Natanson, Wied. Ann. 38, p. 283. 1589. 

2) G. Jäger, Wiener Ber. 100, p. 1182. 1591. 104, p. 671. 1895. 

3) H. Goldschmidt, Dissertation, Breslau 1907; ich lernte diese Arbeit 
erst nach AbschluB meiner Arbeit durch freundlichen Hinweis des Herrn Dr. 
v. Wartenberg in Berlin kennen. 
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Im Folgenden soll eine kinetische Theorie der Dissoziation 
entwickelt werden, die in enger Analogie steht zu der kinetischen 
Theorie der Flüssigkeiten, wie sie in neuerer Zeit von Kamer- 
lingh-Onnes!)}, Voigt®), G. Jäger’) und Dieterici‘) ge- 
geben ist; sie wird zu einer einfachen Deutung der GrôüBe des 
Temperaturkoeffizienten der Reaktionsgeschwindigkeit führen. 


Wir betrachten folgende Dissoziation im gasfôrmigen Zustande 
AB = A+B; 


die Anzahl der Moleküle AB in der Volumeinheit sei gleich N,, 
die der Atome À gleich N, und die der Atome PB gleich AN, 

Ueber den Vorgang der Dissoziation machen wir nun folgende 
Annahmen: Jedes Atom À habe eine kugelfôrmige Wirkungssphäre 
um seinen Mittelpunkt herum vom Radius op; befindet sich der 
Mittelpunkt eines Atoms B innerhalb dieser Sphäre, so bildet À 
mit B die Verbindung AB. Innerhalb dieser Wirkungssphäre 
wird sich das Atom B mehr oder minder frei bewegen. Die 
Geschwindigkeit dieser Bewegung des Atoms B innerhalb der 
Wirkungssphäre wird in verschiedenen AB-Molekülen verschieden 
sein und abhängen vor allem von der Intensität des letzten Zu- 
sammenstoBes, den das betreffende Molekül erfahren hat. In der 
Grenzfläche der Wirkungssphäre môgen anziehende Kräfte wirk- 
sam sein, die das Herausfliegen eines Atoms B aus dem Molekular- 
verbande in À im allgemeinen verhindern, nur wenn die Geschwin- 
digkeit von B einen gewissen Schwellenwert c überschreitet, wird 
das Atom B diese anziehende Kraft überwinden und aus der 
Wirkungssphäre herausfliegen kônnen; immer dann tritt also ein 
Zerfall des Moleküls AB ein. 

Um also angeben zu kônnen, wie viele Moleküle ÀB von einer 
gegebenen Anzahl N, derselben in der Zeiteinheit zerfallen, wird 
es nôtig sein, darüber eine Annahme zu machen, welcher Art diese 
intramolekulare Bewegung eines Atoms B innerbhalb der Wirkungs- 
sphäre von À ist und besonders, wie sich die verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten der Atome B in den verschiedenen Molekülen AB 
auf diese Atome B verteilen. Eine solche Annahme kann bei dem 
gegenwärtigen Stande unserer Kenntnis von den molekularen 


1) Kamerlingh-Onnes, Archiv. Néerland. 30, p. 101. 1896. 

2) Voigt, Güttinger Nachrichten 1896, p. 344. 1897, p. 19 u. 261. 

3) G. Jäger, Wiener Ber. 99, p. 679, 860, 1028. 1890/91 ; 101, p. 920. 1892. 
4) Dieterici, Wied. Ann. 66, p. 826. 1898. 
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Kräften nicht ohne Willkür sein. Eine Einschränkung derselben 
ist jedoch dadurch gegeben, daf eine solche Annahme eine Aussage 
über die spezifische Wärme unseres zweiatomigen Moleküls ein- 


schlieft. ; 
Die spezifische Wärme der Gase ist mehrfach der Berechnung 


auf Grund kinetischer Theorieen unterworfen worden. Für unseren 
speziellen Fall eines zweiatomigen Gases sind besonders zwei 
Theorieen aufgestellt, die zu zwei verschiedenen Werten der spe- 
zifischen Wärmen zweiatomiger Gase führen, die beide in der 
Natur vorkommen. Die erste ist zuerst von Maxwell!) auf- 
gestellt, sie setzt voraus, da die Verbindung der Atome im Mo- 
lekül eine solche sei, daf diese, ohne ihre Verbindung zu lôsen, 
doch vollkommen frei beweglich seien; d. h. daf ein Atom an der 
Grenze der Wirkungssphäre zurückgehalten wird, sich aber im 
übrigen frei innerhalb derselben bewegt. Diese Annahme, die 
unabhängig auch von Boltzmann?) seinen Berechnungen zu 
Grunde gelegt wurde, führt zu dem Werte von 1,333 für das 
Verhältnis x der spezifischen Wärmen dieser Gase bei konstantem 
Druck und konstantem Volumen. Dieser Wert findet sich experi- 
mentell nahe erfüllt bei C1,, Br,, J,, CIJ und BrJ. Alle anderen 
zweiatomigen Gase dagegen geben bekanntlich den Wert 1,4. 
Diesen Wert — und das ist die zweite der oben erwähnten 
Theorie — findet Boltzmann®) unter der Annahme, daf die 
Verbindung der beiden Atome im Molekül eine starre ist, daf 
jedem Freiheitsgrade derselbe Beïitrag an kinetischer Energie zu- 
kommt, und indem er hier d Freïheitsgrade annimmt, da die Lage 
eines Molekül durch die 3 Koordinaten ihres Schwerpunktes und 
durch 2 Winkel, welche die Richtung der Verbindungslinie beider 
Atome bestimmen, vollständig gegeben sei. Gegen die Annahme 
von b Freiheitsgraden in diesem Fall sind freilich Bedenken gel- 
tend gemacht, vor allem daB ein Rotationskôrper nicht nur um 
seine Symmetrieaxe, sondern auch um andere gegen sie senkrechte 
Axen rotieren kann. Nun würde man den Wert 1,4 aber auch 
finden unter folgender Annahme: Die Wirkungssphäre auch des 
zweiatomigen Moleküls ist noch hinreichend angenähert eine Kugel, 
daB der Betrag an Rotationsenergie nicht merklich in Betracht 
kommt, ebensowenig, wie man das für ein einatomiges Gas an- 
nimmt; im Molekül kônnen Schwingungen nur in einer Richtung 


1) Maxwell, Philos. Mag. IV. Ser. T. XX. 1860. Jourual of the chemical 
society 2. series vol. XIII, p. 504. 1876. 

2) Boltzmann, Wiener Ber., mat.-naturw. K1 58, p. 195. 1866. 

8) Boltzmann, Vorles. über Gastheorie, Bd. IL, p. 129. Leipzig 1898. 
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stattfinden, ist also nur eine Bewegungsfreiheit vorhanden. Der 
potentiellen Energie der pendelartig angenommenen Bewegung 
entspricht ein gleicher Betrag an nôtiger Wärmezufuhr'), sie ist 
also einer zweiten Bewegungsfreiheit äquivalent, hinzukommen die 
drei der fortschreitenden Energie des Moleküls entsprechenden, 
das gibt zusammen 5, führt also auch zu dem Werte 1,4 des Ver- 
hältnisses der spezif. Wärme. Diese Deutung würde wohl leichter 
mit der Tatsache vereinbar sein, daB die Verhältnisse der spezifi- 
schen Wärmen der Gase, deren spezif. Wärmen sich mit der Tem- 
peratur ändern, sich derjenigen nähern, welche sich bei Annahme 
freier Beweglichkeit der Atome ergibt; dies wäre dann einfach 
so zu deuten, da durch mit der Temperatur steigende Disgrega- 
tion der Atome im Molekül die richtende Kraft, welche nur 
Schwingungen in einer Richtung ermôglicht, in ihrer Wirkung 
kleiner und kleiner wird, bis freie Beweglichkeit der Atome im 
Molekül resultiert. Aus der Boltzmannschen Deutung scheint 
dieser Temperatureinfluf schwerer zu folgen. Die interessante, 
schon von Wüllner?) aufgeworfene Frage, ob alle zweiatomigen 
Gase mit steigender Temperatur den Wert erreichen, der freier 
Beweglichkeit entspricht, ist freilich noch eine offene; doch zeigen 
die neueren Bestimmungen*) der spezif. Wärmen der Gase, daf 
mit steigender Temperatur durchgehends eine Aenderung in diesem 
Sinne eintritt. Versuche bei extrem hohen Temperaturen, z. B. 
Explosionsversuche, würden vielleicht diese Frage jetzt schon ent- 
scheiden lassen. Die vorläufige Annahme, daB mit steigender 
Temperatur der Wert 1,33 erreicht werde, erscheint so jedenfalls 
als berechtigt. Die Temperatur, bei der dies eintritt, wird für 
verschiedene Gase verschieden sein; jedenfalls aber wird der Wert 
erreicht sein, wenn eine merkliche Dissoziation des Gases beginnt. 
Da für uns gerade dies Temperaturgebiet der beträchtlichen 
Dissoziation in Frage kommt, soll daher hier die Annahme ge- 
macht werden, dafñ die Atome im Molekül volle Bewegungsfreiheit 
besitzen. Selbst wenn man das nicht zugibt, bleibt die Theorie 
immer noch gültig für die Gase, die den Wert 1,33 für x ergeben. 
Um die Anzahl der pro Zeiïteinheit zerfallenden Moleküle zu 
bestimmen, kommt es nun darauf an, zu wissen, nach welchem 
1) Vergl. Boltzmann, Wiener Ber., math.-naturw. KI. 56, S. 686. 1867. 
Richarz, Wied. Ann. 48, p. 708. 1893; Staigmüller, Wied. Ann. 65, 
p. 670. 1898. 
2) Wüllner, Experimentalphysik. Bd. III, p. 603. IV. Auf. Leipzig 1885. 
3) Vergleiche . Haber, ‘Thermodynamik technischer Gasreaktionen, 
München und Berlin 1905. 
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Gesetz die Geschwindigkeit der Atome B in der Wirkungssphäre 
der Atome À aller Moleküle verteilt ist. Wohlgemerkt, handelt 
es sich hier um die Relativgeschwindigkeit eines Atoms B in 
bezug auf die Wirkungssphäre von 4. Ob letztere also ruht oder 
sich bewegt, ist gleichgültig für den Vorgang im Molekül, speziell 
für den Zerfall desselben. Letzterer wird immer dann eintreten, 
wenn diese Relativgeschwindigkeit den Grenzwert c überschreitet. 
Ist also die Ruhe oder Bewegung der Wirkungssphäre der Mole- 
küle AB für den Zerfall gleichgültig, so ist die Anzahl der in 
der Zeiïteinheit in die Wirkungssphäre der Atome À hinein- 
fliegenden Atome B, also die Anzahl der in der Zeiteinheit sich 
bildenden Moleküle, von der Geschwindigkeit der Wirkungssphären 
der Atome À abhängig und zu berücksichtigen. Da, wie weiter 
unten gezeigt wird, alle ZusammenstôBe als molekülbildend anzu- 
sehen sind, geschieht dies einfach dadurch, da die Anzahl aller 
Zusammenstôfie, bei denen ja die gegenseitige Geschwindigkeit der 
A- und B-Atome berücksichtigt ist, in Rechnung gesetzt wird. 
Fände keine Dissoziation statt, so wäre die Annahme, daB auch 
für die Atomgeschwindigkeiten innerhalb des Molekularverbandes 
das Max wellsche Verteilungsgesetz gilt, wenn wir die Geschwin- 
digkeiten der einzelnen B-Atome in sehr vielen Molekülen be- 
trachten, schon deshalb wahrscheinlich, da ja die progressiven 
Geschwindigkeiten der Moleküle jenem Gesetz gehorchen und eine 
Proportionalität der äuferen mit der inneren Geschwindigkeit 
nahe liegt. Dadurch, daf jedoch entsprechend unserer obigen 
Annahme stets ein Zerfall des Moleküls stattfindet, wenn die (Ge- 
schwindigkeit des Atoms B einen gewissen Grenzwert überschreitet, 
scheint diese Annahme zunächst doch zweifelhaft und O0. E. Meyer!) 
sucht dafür die Existenz eines anderen Verteilungsgesetzes abzu- 
leiten. Ein solcher Einwand hätte jedoch nur dann volle Be- 
rechtigung, wenn der Zerfall unendlich schnell, momentan erfolgte, 
dann kônnten in der Tat Moleküle, in denen die Atome B eine 
Geschwindigkeit grôBer.als den oben definierten Schwellenwert c 
besäBen, nicht vorkommen. Zwar besitzen Moleküle, in denen B 
grôüBere Geschwindigkeit als c hat, gegenüber den anderen 
Molekülen insofern eine beschränktere Lebensdauer, als sie nicht 
nur durch ZusammenstoB ihre innere und äuBere kinetische Energie 
ändern, sondern schon vorher zerfallen kônnen (nicht unbedingt 
brauchen). Diese Verminderung der Anzahl der Moleküle mit 


1) O0. E. Meyer, Die kinetische Theorie der Gase. IL. Auf. Breslau 1899, 
Math. Zusätze, p. 49. 
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grôBeren (Geschwindigkeiten der B-Atome gegenüber der dem 
Maxwellschen Verteilungsgesetz entsprechenden durch Zerfall 
kann jedoch kompensiert werden dadurch, daf sich beim Zusammen- 
stoB eines 4- und B-Atoms entsprechend mehr Moleküle mit 
grôBeren Geschwindigkeiten bilden Der Fall hier ist ganz analog 
dem Vorgang in der Grenzfläche Flüssigkeit und Dampf nach der 
oben erwähnten Theorie; hier werden alle Flüssigkeitsmoleküle, 
deren Geschwindigkeit einen gewissen Schwellenwert überschreitet, 
herausfliegen in den Dampfraum und es hat danach den Anschein, 
als ob in dieser Grenzschicht eine Verarmung an schnelleren 
Molekïülen und somit eine Abweichung vom Maxwellschen Ver- 
teilungsgesetz dort stattfände. Daf dies trotzdem nicht der Fall 
ist, liegt, wie Voigt') gezeigt hat, daran, da wenn f;(u) das 
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz für die Moleküle in der Flüssig- 
keit bedeutet, die Anzahl der in der Zeiteinheit die Grenzfläche 
erreichenden und austretenden Moleküle gegeben ist nicht durch 
f,(u) du, sondern durch uf,(u) du, und daB entsprechend die Anzahl 
der in die Flüssigkeit hereinfliegenden gleich u,f,(u,) du, ist, wenn 
fa(s) das Verteilungsgesetz in der Dampfphase bedeutet. Die 
für das Gleichgewicht nôtige Bedingung 
ufi (u) du = us fa (ua) de 

erweist sich aber unter Berücksichtigung des Umstandes, daf die 
Geschwindigkeit der herausfliegenden Moleküle einen Schwellenwert 
c überschreiten muB, die Moleküle an ihrer Geschwindigkeit infolge- 
dessen Einbufe erleiden, soda8 uw} — uw? —6c?, als identisch erfüllt, 


wenn man für f;(u) und f,(x,) das Maxwellsche Verteilungs- 
ec 
gesetz einführt, wobei nur f;(u) sich durch den Faktore 
von f,(#,) unterscheidet. Der physikalische Grund für die Auf- 
rechterhaltung des Maxwell-Boltzmannschen Verteilungs- 
gesetzes in der Grenzschicht dürfte darin bestehen, daf zwar die 
schnellen Moleküle fort und fort herausfliegen, darür aber auch 
die hereinfliegenden langsamen Moleküle in der Grenzschicht um 
denselben Betrag an Geschwindigkeit zu- wie die herausfliegenden 
abnehmen. Die Verhältnisse beim Dissoziationsgleichgewicht sind 
ganz die analogen, da auch hier die aus der Wirkungssphäre 
herausfliegenden Atome denselben Betrag an Geschwindigkeit ein- 
büBen, den die hereinfliegenden gewinnen. Die Annahme der Gül- 
tigkeit des Maxwell-Boltzmannschen Verteilungsgesetzes ist 


1) Voigt, Gôttinger Nachrichten 1896, p. 341. 
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übrigens auch implicite enthalten in Boltzmanns kinetischer 
Theorie der Dissoziation, indem dort das Verhältnis der Wahr- 
scheïnlichkeit dafür, daf ein Atom innerhalb der Wirkungs- 
sphäre, zu der, daB es in dem von Wirkungssphären freien 
Raum sich befindet, als durch das Verhältnis der entsprechenden 


Volumina gegeben _angesehen wird, dues mit € he Wo- 


rin y die Danse bedeutet und k — - (v' = mitt- 


En 
leres Geschwindigkeitsquadrat) ist. Diese Boltzmannsche Er- 
weiterung des Maxwellschen Verteilungsgesetzes gibt also die 
Anzahl N der Moleküle, deren Geschwindigkeiten zwischen « und 
u + du liegen, in einem Raum, an dessen Grenze Kräfte mit dem 
Potential 3 wirken, sie hat die Form 


N re 2) 


a\xr 


 N== du, 


2 
wWorin & — = (v* — mittleres Geschwindigkeitsquadrat) und 


N, die Zabl der Moleküle in der Volumeinheit in dem von Kräften 
freien Raum bedeutet. Dieses Gesetz gilt auch für beliebig kleine 
Kraftfelder !), wie sie hier unsere Wirkungssphären der Moleküle 
darstellen, wenn nur in diesen Kraftfeldern ZusammenstôBe nicht 
ausgeschlossen sind. Solche ZusammenstôBe finden aber auch in 
unserem Falle zwischen den hereinfliegenden Atomen À und dem 
im Mittelpunkte der Wirkungssphäre befindlichen Moleküle B statt 
und bewirken hier einen Austausch zwischen intramolekularer und 
äuferer, molekularer Bewegung. 

Diese Frage nach der Gültigkeit des Maxwell-Boltz- 
mannschen Verteilungsgesetzes für die molekularen Geschwindig- 
keiten eines im Dissoziationsgleichgewicht befindlichen Moleküls 
hängt offenbar aufs engste mit der weiteren zusammen, ob jeder 
ZusammenstoB der Atome À und B oder richtiger jedes Herein- 
fliegen eines Atoms B in die Wirkungssphäre eines Atoms À als 
die Bildung eines Moleküls aufzufassen ist oder ob diese Bildung 
an die Bedingung unterer Grenzwerte für die Geschwindigkeiten 
der zusammenfliegenden Atome gebunden ist. Die Boltzmannsche 
kinetische Theorie der Dissoziation enthält implicite die Entschei- 
dung für die erstere Annahme. Aus anderen Gründen stellt sich 
Natanson (loc. cit) auf denselben Standpunkt. Nur G. J äger (1. c.) 


1) Vergl. G. Jäger, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorle, Heft 12 
der Sammlung »Die Wissenschaft*, Braunschweig 1906. 
gl. Ges, à. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1909. Heft 4. 22 
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führt die zweite Annahme in seine Rechnungen ein. Nun müssen wir 
aber offenbar, wenn wir die Moleküle, in denen die Geschwindigkeit 
des Atoms B den Grenzwert c überschreitet, als zerfallend in die 
Rechnung einführen, offenbar auch bei der Bildung diejenigen mit- 
rechnen, in denen die Geschwindigkeit von B den Schwellenwert 
c überschreitet. Ob die c überschreitende Geschwindigkeit von B 
entstanden ist durch ZusammenstoB des Moleküls AB mit irgend 
einem anderen Molekül oder Atom oder durch Hereinfliegen von B 
in die Wirkungssphäre von À ist gleichgültig, die Lebensbedin- 
gungen sind in beiden Fällen dieselben; falls nicht vorher ein Zu- 
sammenstof stattfindet, zerfallen beide bei gleicher Geschwindig- 
keit von B nach derselben Zeit. Die Existenzdauer derjenigen 
Molekïüle, in denen die Geschwindigkeit von B den Grenzwert c 
überschreitet, ist ja gegenüber den anderen überhaupt eine be- 
schränktere und ihre Anzahl kann nur dadurch auf dem dem 
Maxwell-Boltzmannschen Verteilungsgesetz entsprechenden 
gehalten werden, daB, wie schon erwähnt, auch eine entsprechend 
grôBere Anzahl solcher Moleküle beim Zusammenstof von À und B 
sich bildet. Die Lebensdauer eines Moleküls, in dem die Ge- 
schwindigkeit von B den Schwellenwert c überschreitet, ist nie 
länger als die Zeit, die zum Durchfliegen der Wirkungssphäre von 
A notwendig ist, ganz gleichgültig, ob B vorher innerhalb der 
Sphäre schon mit geringerer Geschwindigkeit sich befand und 
durch Zusammenstof des Moleküls AB erst auf den hôheren Wert 
kam, oder ob B gleich beim Hereinfliegen in die Sphäre diesen 
Wert mitbrachte. Die Annabme Jägers der Notwendigkeit 
unterer Grenzwerte der Geschwindigkeiten der Atome À und B, 
falls ihr ZusammenstoB zur Bildung eines beständigen Moleküls 
führen soll, indem also B eine kleinere Geschwindigkeit als c be- 
sitzt, erscheint schon deshalb als unzureichend, da B ja beim 
Eïntreten in die Wirkungssphäre den Geschwindigkeitszuwachs 
erhält (zum Quadrat seiner Geschwindigkeit addiert sich «?); selbst 
wenn also B mit der Geschwindigkeit Null in die Wirkungssphäre 
von À hineinfliegt, erhält es so die Geschwindigkeit c, die es auch 
zum Herausfliegen wieder befähigt. Ob es hierbei herausfliegt, 
ohne mit dem im Mittelpunkt der Wirkungssphäre gedachten Atom 
A zusammenzustoBen, oder ob es an diesem reflektiert wird, ist 
hierbei offenbar gleichgültig. Zum Umsatz von Geschwindigkeit 
des Atoms Z3 in solche fortschreitender Geschwindigkeit des Mole- 
küls 4AZ kann aber natürlich nicht der so erbaltene Greschwindig- 
keitszuwachs c, der ja nur ein relativer zwischen À und B ist, 
dienen, sondern nur die Geschwindigkeit, die B vor dem Eintritt. 
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in die Wirkungssphäre schon besaf. Wie klein also immer auch 
die relative Geschwindigkeit von À und B vor dem Zusammen- 
stof sein mag, jeder ZusammenstoB führt zunächst zur Bildung 
eines Moleküls, in dem B mindestens den Schwellenwert c der 
Geschwindigkeit besitzt Wenn hieraus Moleküle hervorgehen 
sollen, in denen B kleinere Geschwindigkeïiten besitzt, so kann 
das nur so geschehen, daf ein Molekül beim ZusammenstoB mit 
einem anderen die intramolekulare Geschwindigkeit in B erniedrigt 
und dafür dem gestofenen Atom oder Molekül einen Zuwachs an 
kinetischer, letzterem z. T. auch an intramolekularer Energie er- 
teilt. Wesentlich ist hierbei der so entstehende Zuwachs an 
kinetischer Energie fortschreitender Atom- oder Molekular- 
bewegung, der der bei der Vereinigung der Atome notwendig frei 
werdenden Dissoziationswärme entspricht, die beim Gleichgewicht 
die mit dem Molekülzerfall verbundene Dissoziationskälte, den mit 
dem Herausfliegen von B aus der Wirkungssphäre verbundenen 
Verlust an kinetischer Energie kompensiert. Dies Auftreten der 
mit der Vereinigung verbundenen Bildungswärme dürfte nur durch 
den hier geschilderten Mechanismus des primären Entstehens von 
Molekülen, in denen die Geschwindigkeit von B grôBere Werte als 
c besitzt, erklärbar sein; denn die Zunahme der intramolekularen 
Geschwindigkeit von B infolge der Kräfte in der Grenze der 
Wirkungssphäre, die auftritt ganz gleich, welches die relative 
Geschwindigkeit der Atome vor dem Zusammenstof war, ist es, 
welche der negativen Wärmetônung der Dissoziation, der Bildungs- 
wärme entspricht, und die, wenn sie als solche, d. h. als kinetische 
Energie fortschreitender Bewegung auftreten soll, dies nur durch 
den beim ZusammenstoB môglichen Umsatz von intramolekularer 
in fortschreitende Bewegung leisten kann. Mit der Jägerschen 
Annahme unterer Grenzwerte der Atome beim Zusammenstof ist 
also für die Existenzfähigkeit des entstehenden Moleküls deshalb 
nichts Wesentliches gewonnen, da auch dann stets die intramole- 
kulare Geschwindigkeit von B noch den Schwellenwert c über- 
schreitet. Damit fällt aber der Grund für die Einführung solcher 
unteren Grenzwerte fort, jeder Zusammenstof ist unabhängig von 
der Relativgeschwindigkeit der Atome bei demselben als gleich- 
wertig für die Molekülbildung in Rechnung zu setzen. Es ist 
dann aber leicht ersichtlich, daf, wenn jeder Zusammenstof zur 
Bildung eines Moleküls führt, sich für die intramolekulare Ge- 
schwindigkeit in analoger Weise die Gültigkeit des Maxwell- 
schen Verteilungsgesetzes erweisen läft, wie das von Voigt für 
die Grenzfläche Flüssigkeit—Dampf geschehen ist. 
22* 
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Damit ist die Begründung für die Annahmen gegeben, die der 
folgenden Rechnung zu Grunde liegen und die nochmals kurz for- 
muliert sein môügen: 1) Das Atom B besitzt innerhalb der Wir- 
kungssphäre von À volle Bewegungsfreiheit. 2) Die Geschwindig- 
keiten von B in den Molekülen AB sind nach dem Maxwellschen 
Verteilungsgesetz verteilt. 3) Das Atom B kann aus der Wir- 
kungssphäre von À nur herausfliegen, wenn seine Geschwindigkeit 
einen bestimmten Schwellenwert c überschreitet. 4) Jeder Zu- 
sammenstoB der Atome A und B ist als molekülbildend in 
Rechnung zu setzen. 

Auf Grund dieser Annahme läft sich nun zunächst die An- 
zahl der in der Zeiteinheit zerfallenden Moleküle leicht berechnen. 
Es seien in der Volumeinheit enthalten M Moleküle AB, N, Atome 
A und N, Atome B; der Radius der Wirkungssphäre der Atome 
A sei gleich @. Dann beträgt das Volumen der Wirkungssphären 
sämtlicher Moleküle AB #0° x No, in ihm sind im Ganzen N,-Atome 
enthalten. Mithin befinden sich in der Volumeinheit der Wirkungs- 
sphären der Molekülen AB: 


N, 3 
Lo a), = ox Atome B. 
Die Anzahl derjenigen dieser Atome B, deren gegen ein Flächen- 
element der Grenze der Wirkungssphäre senkrechte Geschwindig- 
keit zwischen « und w + du liegt, ist nun nach dem Maxwell- 
schen Verteilungsgesetz gegeben durch 


3 ne — kmu? 7 
Apr Ÿ eÉ du. 


Hierin bedeutet » die Masse eines B-Atoms und die Konstante X 
1 3 PR ‘ 
D Av, Worinv — mitt- 
leres Geschwindigkeitsquadrat der B Atome. Nach dem Obigen 
ist dies v* innerhalb des Moleküls gleich dem mittleren Geschwin- 
digkeitsquadrat desselben Atoms im freien Raume. Die gesamte 
Zahl der Moleküle Z mit Geschwindigkeiten zwischen « und w + du, 
welche in der Zeiteinheit auf die Oberflächeneinheit der Wirkungs- 
sphären der AB-Moleküle auftrifft, erhalten wir hieraus durch 
Multiplikation mit uw’), sie ist also gleich 


8 s/Em 
4p°x " x 


ist definiert durch die Gleichung Al _ 


ue — Emu? qy, 


1) Vgl. die oben ziticrten Arbeiten von Kamerlingh-Onnes, Voigt usw. 
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Die gesamte Oberfläche der Wirkungssphären aller Moleküle AB 
ist gleich 4xç* No, auf diese Gesamtoberfläche treffen von den ge- 
nannten B-Atomen in der Zeiteinheit also 


3 km 
40 Ne VE mire? 


RE feu uen Ju, 
e x 


Herausfliegen aus der Wirkungssphäre kônnen von diesen Atomen 
nur die, deren Geschwindigkeit grôBer als c ist, das ist also 


ès 8N, veuf — kmu? _8N — km c°? 
v — FR Al. u-e du —= che ; 


Nun ist nach dem Obigen & = 5. 7 


-, ferner, wenn p den Druck 


D 


bedeutet, _ — : mo” = RAT, wenn mit À die Gaskonstante be- 
zeichnet ist. Also 
mt = SRT 
und 
3 1 1 
RUE er if Es 


k == 


Ebenso ergibt sich = — \2R. \T, sodaB sich ergibt 


A SN2R pe ART 
20Vmx 

Die Gesamtheit der in der Zeiteinheit durch das Hereinfliegen 
der B-Atome in die Wirkungssphären der 4-Atome sich bildenden 
Moleküle wäre in der gleichen Weise zu berechnen: nur unter der 
Berücksichtigung, daf hier die Grenzen der Geschwindigkeit 
zwischen O und © zu wählen sind, da ja keine Kraft das Hinein- 
fliegen erschwert; dies jedoch nur wenn die B-Atome ruhten. Da 
sie sich ebenso wie alle anderen Atome und Moleküle in Jebhafter 
Bewegung befinden, so wird die Anzahl der in die Wirkungs- 
sphäre hereinfliegenden B-Atome grôfer sein. Die gesamte Zahl 
der auftreffenden B-Atome ist aber einfach gegeben durch die 
Anzahl der Zusammenstôfe zwischen den Atomen À und B. 
Diese ist gleich 


v' = V2.xe".N,.N,.v 
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v° Ag also v — Ve VT, 
= V— xp. N-N,-VT. 


Beim Gleichgewicht muB » — »’ sein, also 


se met 
BANDR EM St Sr 
en FT = VÉR NN VT 
oder 
1 2 
ra 
Bet NE OE) CAN 
oder 
Luce 
2 
PRES 
0 (2x)° 9° 


wenn wir den für eine bestimmte Temperatur T konstanten Aus- 
druck auf der rechten Seite mit À bezeichnen. Diese Grôfe X ist 
dann identisch mit der Dissoziationskonstante, und die Gleichung 
selbst ist der Ausdruck der sog. Reaktionsisotherme, die die Ab- 
hängigkeit des Gleichgewichts von der Konzentration oder vom 
Drucke wiedergibt. Da die N,, N,, N, den Partialdrucken 


Pis Ps Po Proportional sind, kônnen wir die Gleichung auch 
schreiben 


P: Pa — K!. 
Po 


Für den speziellen Fall, da8 N, = N,, z. B. bei der Disso- 
ziation des Joddampfes 


J, = 249, 
gehen die Gleichungen über in 
3 3 
à — K oder À = x. 


Haben wir eine kompliziertere Reaktion, wie z. B. die Disso- 
ziation des Wasserdampfes 


2H, +0, = 2H,0, 
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so ist leicht ersichtlich, da, bevor aus AH, und O, sich ein Molekül 
H,0 bilden kann, zuvor das Molekül sich in 20-Atome zerlegen 
muf. Wir kônnen daher die obige Reaktion zusammensetzen aus 
den zweien 
20 = O, und 
2H, +20 — 2H,0. 


Bezeichnet N’ die Anzahl der O-Atome, N, die der O,-Mole- 
küle, N, die der H,-Moleküle und N, die der H,O0-Moleküle in der 
Volumeinheït, so ergibt die erste der beiden Reaktionsgleichungen 

NN" De nr 
NES K und die zweite NE 


= kK, 


Setzen wir aus der ersten Gleichung N° — ÆN, in die zweite ein, 
so folgt 

NS 0 NIUE, KT ARE 
Ne ME Er 


wie es die Thermodynamik verlangt; das ergibt sich, falls auch 
für das dreiatomige H,0-Molekül unsere obigen Betrachtungen als 
gültig angenommen werden. 

Solche Zerlegungen in mehrere Reaktionen sind natürlich in 
verschiedener Weïise môüglich; welche in Wirklichkeit stattfinden, 
kann bekanntlich nicht die Thermodynamik entscheiden, wohl aber 
die Reaktionskinetik. 

Die Abhängigkeit der Dissoziationskonstante X von der Tem- 
peratur erhalten wir aus der Gleichung für Æ einfach durch Diffe- 
rentiation. Es ist 


mo Le 
dEnsientinb re MAD RTS 
aT @re AT" 
wir bilden 
mc 
PCR TO RE 2 
ANATiRtRd TIRE SAR TE 


Damit haben wir aber die bekannte Gleichung der Reaktions- 
isochore erhalten, welche lautet 


dinK _ q 


ALERT"! 


worin qg die Dissoziationswärme bedeutet. Vergleichen wir den 
erhaltenen Ausdruck mit diesem, so sehen wir, es ist 


22 


332 F. Krüger, 


mé 


De HE LS 


d. h. die Dissoziationswärme ist gleich dem Verlust an kinetischer 
Energie, den das abdissozisierende Atom beim Herausfliegen aus 
der Wirkungssphäre erleidet, also gleich der Arbeit, die hierbeï 
von dem herausfliegenden Atom gegen die molekularen Anziehungs- 
kräfte geleistet wird. 

Umgekehrt ist die positive Wärmetônung bei der Bildung 
eines Moleküls gleich der Arbeit À — TR die von den Mole- 
külarkräften beim Hereinfliegen des Atoms in die Wirkungssphäre 
des anderen geleistet wird. Für diesen Vorgang im molekularen 
Gebiet gilt also die Bezeichnung À — Qq, für die äuBere Arbeit 
A’ jedoch, die wir aus der Wärmeentwicklung q einer chemischen 
Reaktion berechnen kônnen, gilt nicht die Beziehung, da 4’ = q 
ist, wie dies Berthelot in seinem ,troisème principe“, im ,prin- 
cipe du travaille maximum“ formuliert, sondern, wie die Thermo- 
äynamik lebrt, ist 4 — g+7 0%. Dies liegt deran, daf wir 
nicht die kinetische Energie der einzelnen Moleküle ausnützen 
kônnen, sondern daB unsere gegen die molekularen Dimensionen 
groBen Instrumente nur aus dem Mittelwert der kinetischen 
Energie sehr vieler Moleküle, deren Bewegung ungeordnet ist, 
einen Bruchteil in geordnete Bewegung, in Arbeit umzusetzen 
gestatten. 

Die Hauptfrage nach der GrôBe des Temperaturkoeffizienten 
der Reaktionsgeschwindigkeit ist mit den oben entwickelten Glei- 
chungen schon gelôst. Für die Anzahl der in der Zeiteinheit 
zerfallenden Moleküle hatten wir gefanden 


m c? 


+ 2 
AN, LL ONNIR pe ET 


V= — —— —= 


dé 2eVmx 


Der Faktor VT würde nur ein geringes Ansteigen der Zerfalls- 
geschwindigkeit mit der Temperatur bedingen, dagegen ergibt die 


m c? 
LR 
Exponentialfunktion e ET auch bei mäfiger GrôBe der Disso- 
À 
ziationswärme q — —- ein sehr schnelles Ansteigen der in der 


Zeïteinheit sich dissoziierenden Moleküle mit der Temperatur. 
21? 
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Dies ist also, in Worten ausgedrückt, dadurch bedingt, da die 
Anzahl der Atome im Molekül, deren Geschwindigkeit den zum 
Herausfliegen erforderlichen Schwellenwert c überschreitet, nach 
dem Maxwellschen Verteilungsgesetz in der genannten Exponen- 
tialfunktion mit der Temperatur ansteigt. 

Die Zahl der in der Zeiteinheit sich bildenden Moleküile AB 
ist nach dem Obigen 


v' =V°E x NN, VT, 


diese steigt also nur relativ langsam mit steigender Temperatur, 
nur die Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur proportional. 
Bei den gewôhnlich vorkommenden chemischen Reaktionen 
bandelt es sich nicht, wie in dem einfachsten hier behandelten 
Beispiele, einfach um die Vereinigung von Atomen oder den Zer- 
fall in solche, sondern um Reaktionen zwischen vérschiedenen 
Molekülen, wie z. B. bei der Wasserbildung aus H, und O,: 


OH 020,0, 


also um Reaktionen, in deren Verlauf eine primäre Aufspaltung 
in Atome notwendig ist. Wenn nun die Beobachtung den eingangs 
erwähnten auferordentlich grofen Temperaturkoeffizienten der 
Reaktionsgeschwindigkeit ergibt, so kann das hiernach nur darin 
begründet sein, daB die zum Eintreten der Reaktion erforderliche 
primäre Aufspaltung der reagierenden Moleküle einen so grofen 
Temperaturkoeffizienten besitzt und, daB diese Geschwindigkeit es 
ist, die tatsächlich gemessen wird. Ibr gegenüber müssen wir die 
Vereinigung der geteilten Bestandteile zu dem neuer Moleküle, 
die nur der Wurzel aus der Temperatur proportional ansteigt, als 
unendlich rasch gegenüber jenem Zerfall verlaufend annehmen, sodaf 
nur dieser und somit sein Temperaturkoeffizient in Erscheinung 
tritt, eine Vorstellung die durchaus plausibel ist. Der so aufer- 
ordentlich grofe Temperaturkoeffizient der Reaktionsgeschwindig- 
keit ist also dadurch bedingt, daB der primäre Zerfall der Mole- 
küle langsam gegenüber ihrer Wiedervereinigung zu dem neuen 
Molekül verläuft, und daB die Anzahl der Atome oder Moleküle, 
welche, jenen Zerfall herbeiführend, aus dem Molekularverbande 
herausfliegen künnen, da ihre intramolekularen Bewegungen dem 
Maxwellschen Verteilungsgesetz gehorchen, in einer Exponential- 
funktion mit der Temperatur ansteigt. 


Diese Erklärung ist an die oben formulierten und eingehen 
begründeten Annahmen gebunden. Man übersieht jedoch eicht, 
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daf der qualitative Charakter der Gleichungen keine wesentliche 
Aenderung erfährt, wenn man annimmt, da die Atome im Molekül 
nicht volle Bewegungsfreiheit besitzen, sondern daB sie nur unter 
der Einwirkung von Kräften stehen, die ihnen bestimmte Be- 
wegungsrichtungen vorschreiben, und ebenso wenig, was damit 
zusammenhängt, daB ein bestimmter Bezirk der Wirkungssphäre 
getroffen werden mu, wenn ein ZusammenstoB zur Molekül- 
bildung führen soll; beide Umstände dürften im wesentlichen nur 
die konstanten Proportionalitätsfaktoren ändern. Wesentlich bleibt 
nur die Voraussetzung, daB für die Bewegung der Atome im Mo- 
lekül das Maxwellsche Verteilungsgesetz gilt, welcher Art im 
übrigen auch diese Bewegung sein môge. 


Nach der Theorie der Reaktionskinetik ist bekanntlich 
aN, 
dt 

worin #’ und #” die Geschwindigkeitskoeffizienten bedeuten. Für 
sie hatten sich uns die Werte ergeben 


= FN-FN.N,, 


m c? 
he 2 ia 
! 3 2R [en TTL 154 " 6R 
k' = VE VT.e RT und #" — VSE re" VT. 


M ist gleich der Dissoziationskonstante K. 


Ihr Quotient 


Es folgt 
ASE mc? 
: BARRE 2 
me = Un (Vo NT) 
und 
mc 
dink:! 1 2 A il 
aT = 2T RD — Ter 
mc 
À 2 
wenn wir À = setzen. 
kR 
Es sind folgende Formeln vorgeschlagen: 
dink' 
von Berthelot NT C, 
dink' À 


von Arrhenius D de 
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dink' A D 


von Harcourt und Esson PTT D'LRUTLE 
| dink A 
von van’t Hoff en dye PA C. 


Alle vorgeschlagenen Formeln’) lassen sich zusammenfassen 
in die Gleichung 
dink' AT ED 


TR TAUET 


Die spezielle Form, der hier erhaltenen Gleichung 
mc 


dink' _ À 1 FFE 1 

TOUTE ET LRTENNET, 

ist die Folge davon, daf wir die Grenzgeschwindigkeit c und s0- 
mit die Dissoziationswärme als eine Konstante in die Rechnung 
eingeführt haben. Dies kann natürlich nur eine Annäherung sein; 
in Wirklichkeit wird c wenn auch nur wenig mit der Temperatur 
sich ändern, ebenso wie die Dissoziationswärme q, letzteres be- 
kanntlich dann, wenn die spezifischen Wärmen der in Betracht 
kommenden Zustände, hier also der Atome im Molekül und aufer- 
halb desselben, gleich sind, wie das unsere Voraussetzungen ein- 
schliefen. Doch läft unsere Formel die exakte Gleichung für den 
Temperaturkoeffizienten der Reaktionsgeschwindigkeit mit grober 
Wabrscheinlichkeit erraten. Kann nach dem Obigen der (Ge- 
schwindigkeitskoeffizient der Bildung proportional der Quadrat- 
wurzel aus der absoluten Temperatur gesetzt werden, ist also für 
die Reaktionsgeschwindigkeit nur maBgebend der Zerfall, so wird 
die hier im Exponenten stehende Grôfe stets gegeben durch die 
Dissoziationsarbeit, die andererseits gleich der Dissoziationswärme 

2 

ist. Statt des konstanten Wertes q = TS der sich aus unserer 
vereinfachenden Annabme ergab, wird nur die wirkliche Disso- 
ziationswärme in ihrer Temperaturabhängigkeit einzusetzen sein. 
Nun läft sich bekanntlich q darstellen in der Form: 


q = d+aT+BT"..., 


worin « die Differenz der spezifischen Wärme in dem einen und 
anderen in Betracht kommenden Zustande, hier im Molekular- 
verband und auBerhalb bedeutet und 8 den Temperaturkoeffizienten 


1) Vergl. van’t Hoff, Vorles. über theoret. u. phys. Chemie, Bd. I, p. 230, 
Braunschweig 1898. 
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2 
Er # me . 
von « Setzen wir diesen Wert für q an Stelle von j in unsere 


Formel für den Geschwindigkeitskoeffizienten, so ergibt sich 


- Khdoerae a ET PE de. 
VER pe ET OR E _G\VTe ÀT EE 
20Vmx 

oder 

PT Pts MERE "E 

Ink = In(C\T) PS: T, 

also 

dink part JE NP, 

CO AT ARR RE 


Hätten wir in der Formel für qg noch ein weiteres Glied yT* 
hinzugenommen, so hätte sich ergeben 


din k' % 1 B 2y 

PUR RNE 7 LI ue 5 AS SAS Tes 
als allgemeinste Formel für den Temperaturkoeffizienten des Lo- 
garithmus des Geschwindigkeitskoeffizienten, in der die Konstanten 
die angegebene physikalische Bedeutung haben. Es ist jedoch zu 
bedenken, daf dies q, nicht einfach die Bedeutung der Wärme- 
tônung der Gesamtreaktion hat in der Gleichung 


dinK GT BTS HRyTS 

HE TES EN Lg à 
sondern daB es die Wärmetônung desjenigen Molekularzerfalles 
bedeutet, der die Geschwindigkeit bestimmt, also z. B. in dem 


obigen Beispiel der Knallgasreaktion die Wärmetônung der Reaktion 
0,=720. 

Lassen sich also Anhaltspunkte dafür gewinnen, welche solche 

Reaktion die Geschwindigkeit bestimmt, so dürften damit Wärme- 


tônungen der Berechnung zugänglich werden, die sich bisher ihr 
vüllig entzogen. 


Ueber die Uniformisierung beliebiger ana- 
lytischer Kurven. 


(Dritte Mitteilung). 
Von 
Paul Koebe. 


Vorgelegt durch Herrn F. Klein in der Sitzung vom 11. Juli 1908. 


Das Problem der Uniformisierung einer beliebig gegebenen 
algebraischen oder überhaupt analytischen Funktion y(x) läft un- 
endlich viele Lüsungen zu. Unter allen müglichen Uniformisie- 
rungstranszendenten sind diejenigen besonders ausgezeichnet, bei 
welchen das Gebiet, innerhalb dessen die uniformisierende Variable 
veränderlich zu denken ist, entweder selbst einfach zusammen- 
hängend ist oder aus zwei zu einander symmetrischen einfach zu- 
sammenhängenden Hälften besteht. Der Nachweis der Existenz 
aller zu einer gegebenen Funktion y(x) gehôrenden Uniformisie- 
rungstranszendenten dieser Art reduziert sich wesentlich auf den 
Nachweis eines allgemeinen Abbildungssatzes über ein- 
fach zusammenhängende Bereiche, nämlich des Satzes, 
daf jeder nach Art einer Riemannschen Fläche über der Ebene 
ausgebreitete endlich- oder unendlich-vielblättrige einfach zu- 
sammenhängende Bereich umkehrbar eindeutig und konform ent- 
weder auf die schlichte Fläche eines Kreises oder auf die schlichte 
ganze Ebene excl. des unendlich fernen Punktes oder auf die 
ganze Ebene incl. des unendlich fernen Punktes abgebildet werden 
kann. Für diesen Satz habe ich in zwei früheren Noten ,über 
die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“') 


1) Erste u. zweite Mitteilung, Gôtt. Nachrichten. Sitzung vom 12. Mai u. 
23. Nov. 1907, pag. 191 ff, und 633ff. der Nachrichten. 
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zwei Beweise mitgeteilt ')} Um dieselbe Zeit wurde von Herrn 
Poincaré (Anfang November 1907) ein Beweis des genannten Satzes 
publiziert ?). Zu diesem allgemeinen Abbildungssatze, bei welchem 
die Abbildungsbeziehung nur insoweit betrachtet wurde, als sie 
sich auf die inneren Punkte der auf einander abzubildenden Be- 
reiche erstreckt, trat noch ein anderer Satz als Ergänzungs- 
satz hinzu, welcher die Ausdehnung der Abbildungsbeziehung auf 
etwa vorhandene analytische Begrenzungsstücke der ge- 
gebenen einfach zusammenhängenden Fläche betraf ?). 

Ist jetzt { irgend eine zu einer analytischen Funktion y(x) 
gehôrende uniformisierende Variable, für welche das Gebiet ibrer 
Veränderlichkeit ganz willkürlich, allgemein zu reden, unendlich- 
vielfach zusammenhängend vorzustellen ist, so wird die zur 
Erklärung der GrôBe t dienende analytische Funktion é (x, y), eine 
allgemein zu reden, unendlich-vieldeutige Funktion des Ortes auf 
der zur Funktion y(x) gehôrenden Riemannschen Fläche F sein und 
zwar eine solche Funktion, welche keinen ihrer Werte mehr als 
ein Mal annimmt, sodaB dieselbe eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Beziehung zwischen der zur Funktion #(x, y) gehôrenden 
Riemannschen Fläche © einerseits und dem schlichten Wertegebiet 
T der GrôBe { andererseits herstellt. Diesem Umstande ent- 
sprechend wird die Riemannsche Fläche ® eine über der Fläche 7 
ausgebreitet zu denkende Fläche sein, welche die Eigenschaft be- 
sitzt, sich im Sinne der Analysis situs wie eine schlichte Fläche 
zu verhalten, d. h. eine Fläche, welche durch jeden auf ibr ge- 
zogenen Rückkehrschnitt in getrennte Stücke zerfällt. 

Das Uniformisierungsproblem, in allgemeinster Weise aufge- 
faBt, hängt demnach wesentlich mit dem Nachweise des folgenden 
allgemeinen Abbildungssatzes zusammen. 

Ein allgemeines Abbildungsprinzip: Es sei B irgend ein 
nach Art einer Riemannschen Fläche‘) über der x- 


1) Eine unwesentlich modifizierte Wiedergabe des von mir in der ersten 
Mitteilung entwickelten Beweises findet man bei Fubini: ,Introduzione alla 
teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe“. Pisa, 1908; Spoerri. 
Eine wesentlich vervolliommnete Darstellung dieses meines ersten Beweises gebe 
ich selbst in einer demnächst erscheinenden Arbeit ,Ueber die Uniformi- 
sierung der algebraischen Kurven (Reelle Substitutionsgrup- 
pen)“. Math. Annalen, 1909, Bd. 67. 

2) Act. math. Bd. 31, pag. 1ff.: ,Sur l’uniformisation des fonctions 
analytiques; 8. insbes. pag. 46—63. 

3) Zweite Mitteilung $ 2, pag. 657 f. 

4) Die Annahme, daB B ein über der Ebene wie eine Riemannsche Fläche 
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Ebene ausgebreiteter Bereich, welcher endlich- oder 
unendlich-vielblättrig sein kann und welcher end- 
liche oder unendlichhohe Ordnung des Zusammenhangs 
haben kann; der Bereich B kann in seinem Innern 
endlich oder unendlich viele Windungspunkte haben, 
die Ordnung jedeseinzelneninneren Windungspunktes 
ist jedochendlich'} Hat der Bereich Bin irgendeinem 
seiner Blätter Grenzpunkte oder ganze Begrenzungs- 
linien, so werden dieselben zum Bereiche B selbst 
nicht mitgerechnet. Aufer den genannten Eigen- 
schaften soll der Bereich B noch die Eigenschaft be- 
sitzen, sich im Sinne der Analysis situs wie ein 
schlichter Bereich zu verhalten, d.h. die Eigenschaft 
durch jede ganz in seinem Innern verlaufende einfach 
geschlossene Linie in zwei getrennte Stücke zu zer- 
fallen. 

Unter den genannten vôllig allgemeinen Voraus- 
setzungen gilt die Behauptung: es ist môglich, den 
Bereich B, der gemäB obiger Definition nur aus in- 
neren Punkten besteht, umkehrbar eindeutig und kon- 
form auf einen passend zu wählenden schlichten Be- 
reich abzubilden, welch letzterer als ein ebenfalls 
nur aus inneren Punkten bestehender Bereich allge- 
meinster Begrenzungsart zu denkenist. Die Zusam- 
menhangszahl des letzteren Bereichs ist selbstver- 
ständlich, jenachdem die Zusammenhangszahl des 
Bereichs B endlich oder unendlich ist, ebenfalls end- 
lich oder unendlich. 

Ist es gelungen, das vorstehende allgemeine Abbildungsprinzip 
darzutun, so erhält man den Satz, daf die Fläche ®, sofern sie 
als Riemannsche Fläche einer zu bestimmenden Uniformisierungs- 
transzendenten #(x, y) aufgefaft wird, lediglich der Bedingang 
unterworfen ist, eine über F ausgebreitete Fläche zu sein, welche 


ausgebreiteter Bereich ist, ist übrigens für die unten mitgeteilten Beweise nicht 
wesentlich. Wesentlich ist nur, daB B eine aus lauter inneren Punkten be- 
stehende zweidimensionale Mannigfaltigkeit ist, so beschaffen, daB in der Mannig- 
faltigkeit eine gewisse Umgebung jedes einzelnen inneren Punktes angegeben 
werden kann, die nachweislich umkehrbar eindeutig und konform auf die schlichte 
Fläche eines Kreises abbildbar ist. (Vgl. F. Kleins allgemeinen Begriff der ge- 
schlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit oder des Fundamentalbereichs. Math. 
Ann. 21, pag. 146 ff. (1883) bezw. Bd. 40, pag. 130 ff. (1892). 
1) Windungspunkte unendlich hoher Ordnung gelten als Grenzpunkte. 
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sich im Sinne der Analysis situs wie eine schlichte Fläche ver- 
hält. Diese Tatsache formulieren wir besonders in dem folgenden 
Satze. | 

Ein allgemeines Uniformisierungsprinzip : Jede vom Stand- 
punkte der Analysis situs môgliche Uniformisierung 
einer analytischen Funktion kann auch funktionen- 
theoretisch verwirklicht werden!) — 


Zweck dieser Mitteilung ist, das allgemeine Abbildungs- 
prinzip und damit zugleich das allgemeine Uniformisierungs- 
prinzip vollständig zu begründen. 


Wir werden zunächst den Fall eines endlich-vielfach zu- 
sammenhängenden Bereichs B betrachten. In diesem Falle ge- 
lingt es, den Nachweis des Abbildungsprinzips ohne neue Kon- 
vergenzbetrachtungen zu erbringen lediglich durch Zurückgehen 
auf Resultate der ersten und zweiten Mitteilung und mit Be- 
nutzung der Schwarzschen Methode der gürtelfôrmigen Ver- 
schmelzung. Wir kônnen uns dabei entweder auf den allgemeinen 
Abbildungssatz für einfach zusammenhängende Bereiche stützen oder 
aber auf ein Teilresultat der zweiten Mitteilung, welches besagt, 
daf es müglich ist, jede zweifach zusammenhängende Fläche, welche 
eine analytische geschlossene Begrenzungslinie aufweist, umkehrbar 
eindeutig und konform auf die Fläche eines Kreiïsrings abzubilden, 
dessen einer Begrenzungskreis sich ev. auf einen Punkt reduzieren 
kann?) Jenachdem wir uns auf das eine oder das andere Re- 
sultat stützen, wollen wir sagen, wir stützen uns auf (I) oder (IT). 

Für das allgemeine Abbildungsprinzip bei unendlich hohem 
Zusammenhange des gegebenen Bereichs B teilen wir unten 
zwei Beweise mit, bei deren erstem wir die Fläche B in der 
Form B — lim B, auffassen, während wir beim zweiten Beweise 


n—o 


1) Vgl. die (bisher noch nicht erschienenen) Verhandlungen des vierten 
internationalen Mathematikerkongresses zu Rom 1908, Vortrag des Verfassers: 
»Ueber ein allgemeines Uniformisierungsprinzip“. 

2) Wir haben diesen Beweis in der zweiten Mitteilung (1907) für den Bereich 
B, geführt, bei welchem die in Rede stehende reguläre Begrenzungslinie allerdings 
speziell als ein Kreis X,, (pag. 636) gewählt war. Es ändert sich jedoch in der 
Beweisführung nichts wesentliches, wenn der Kreis durch irgend eine geschlossene 
analytische Linie x, ersetzt gedacht wird. Man hat gleichzeitig dann den pag. 
637 erklärten Kreis X, durch eine geschlossene reguläre Linie #, zu ersetzen und 
an Stelle des Hilfspotentiales h,(P) (pag. 638) tritt ein Potential, welches die 
Eigenschaft besitzt, auf x, zu verschwinden und auf x, den Wert m, anzunehmen. 
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uns aus der Fläche B zuvor ein einfach zusammenhängendes Stück 
ausgeschnitten denken, sodaB ein unendlich- vielfach zusammen- 
hängender Bereich mit einer regulären geschlossenen Begren- 
zungslinie übrig bleibt. Kür diesen letzteren Bereich beweisen 
wir die Richtigkeit des Abbildangsprinzips und gelangen dann zu 
einer Abbildung des Bereiches B selbst durch Anwendung der ge- 
nannten Methode der gürtelfôrmigen Verschmelzung. Es 
entspricht demnach in gewisser Hinsicht die erste Beweismethode 
unserem in der ersten Mitteilung gegebenen Beweise des allge- 
meinen Abbildungssatzes für einfach zusammenhängende Bereiche, 
während die zweite Beweismethode dem in der zweiten Mitteilung 
gegebenen Beweise des allgemeinen Abbildungssatzes für einfach 
zusammenhängende Bereiche entspricht. Beide unten mitgeteilten 
Beweise des allgemeinen Abbildungsprinzips für unendlich-vielfach 
zusammenhängende Bereiche sind übrigens ganz unabhängig 
von den Resultaten der ersten und zweiten Mittei- 
lung. Vielmehr stellen dieselben, auf den Fall eines einfach- oder 
endlich-vielfach zusammenhängenden Bereichs angewandt, zwei 
neue einfache Beweise des allgemeinen Abbildungs- 
satzes für einfach bezw. endlich-vielfach zusammen- 
hängende Bereiche dar. 

Für die zum Beweise des allgemeinen Abbildungsprinzips für 
unendlich - vielfach zusammenhängende Bereiche B dienende Kon- 
vergenzuntersuchung ist die Anwendung des folgenden Konver- 
genzsatzes über analytische Funktionen charakteristisch : 

Allgemeiner Konvergenzsatz über analytische 
Funktionen: Ist in einem Bereiche eine unendliche 
Folge von analytischen Funktionen erklärt, deren 
Werte dem absoluten Betrage nach unterhalb einer 
von der Wahl der Funktion unabhängigen endlichen 
Grenze bleiben, so kann aus der Reihe der genann- 
ten Funktionen eine Serie ausgewählt werden, welche 
in dem genannten Gebiete gleichmäfig konvergiert!). 

Den AnlaB zur Aufstellung sowie den Grundgedanken zum 
Beweise dieses Satzes bot mir ein analoger Satz über stetige 
Funktionen, welchen Herr Hilbert in seiner vierten Mitteilung 
zur Theorie der Integralgleichungen entwickelt hat, nämlich fol- 
gender Satz. 

Es sei J ein ganz im Endlichen gelegenes Intervall für die 
Manabls s, ferner 


1) Die präzise und zugleich etwas pas Fassung s. unten pag. 13: 
»Dritter Hilfssatz“. 
Kgl. Ges. d. Wise. Pare Math, ue fre -1908. 10 4 23 
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eine unendliche Reïhe von Funktionen der Variabeln s, die in J 
stetig sind, deren Werte absolut genommen unterhalb einer end- 
lichen Grenze bleiben und deren Differenzenquotienten sämtlich 
unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, sodaf für alle s, é in J 
stets 
Fa(s) — 3 () <E 
sS—t 

gilt, wo E eine endliche von À und von der Wahl der Argumente 
s, t unabhängige GrôBe bedeutet : 

Alsdann lassen sich aus eben dieser Reiïhe von Funktionen 
unendlich viele Funktionen 


HOSHOEHOREEE 
auswählen derart, daB die Reïhe dieser Funktionen für jeden be- 
liebigen Punkt in J gegen einen endlichen Grenzwert und zwar 
stetig (mithin auch gleichmäBig) konvergiert, woraus ersichtlich 
ist, daB der Limes 
L F6) 


p = 


eine in J stetige Funktion von s darstellt !). 


Die von Herrn Klein aufgestellten auf Gruppen aus imagi- 
nären Substitutionen sich beziehenden ,Fundamentaltheo- 
reme“?) der Uniformisierung algebraischer Funktionen, welche 
in Verbindung namentlich mit der durch Herrn Poincarés 
Arbeit ,Sur un théorème de la théorie générale des fonctions“ 
(Bull. t. 11, 1884) erôffneten groBen Perspective mich zur Aufstellung 
des allgemeinen Uniformisierungsprinzips führten, sind (wenigstens 
qualitativ) als Spezialfälle in diesem Prinzip enthalten; (vgl. 
den Schluf dieser Mitteilung). Unser allgemeines Abbildungs- 
prinzip kann in der Tat auch zu einem Beweise jener Klein- 


1) Hilbert: Grundzüge eincr allgemeinen Theorie der li- 
nearen Integralgleichungen. Vierte Mitteilung. Gôtt. Nachr. 1906, 
pag. 162. Vgl. auch Hilberts Festschrift ,über das Dirichletsche- 
Prinzip“, Berlin 1901, Weidmannsche Buchhandlung, $ 3: ,,Allgemeiner Hilfs- 
satz über gleichmäfige Konvergenz“, sowie die daselbst von Herrn Hilbert zi- 
tierte weitere Litteratur: Bendixson, Ofversigt of kongl. Vetenskaps - Akade- 
mius Forbandlinger, Bd. 54, Townsend, ,Begriff und Anwendung des 
Doppellimes“, Inauguraldissertation, Gôttingen 1900, S. 34. 

2) S. namentlich die zusammenfassende Abhandlung von F. Klein: ,Neue 
Beiträge zur Riemannschen Funktionentheorie“. Math. Ann. Bd. 21, 
1883. 
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schen Sätze dienen!), für welche ich in einer Voranzeige?) eine 
andere auf der Anwendung eines iterierenden Verfahrens 
beruhende Lôsung mitgeteilt habe. 


Beweis des allgemeinen Abbildungsprinzips für zweifach 
zusammenhängende Bereiche. 


Erste Methode. (Zurückführung auf (I) Ist der 
Bereich B zweifach zusammenhängend, so kann man von der 
Fläche B vermittelst des uns geläufigen Ueberlagerungsprozesses 
zu einer über B unendlich-vielblättrig ausgebreiteten, relativ zu 
B unverzweigten einfach zusammenhängenden Fläche B gelangen, 
welch letztere auf Grund des Resultates (1) umkehrbar eindeutig 
und konform entweder auf das Innere einer von der Axe des Re- 
ellen begrenzten Halbebene (obere Halbebene) oder auf die ganze 
Ebene (excel. unendlich ferner Punkt) abgebildet werden kann. 
Einem Punkte der Fläche B entsprechen bei dieser konformen 
Abbildung unendlich viele Punkte, welche vermôge einer aus einer 
parabolischen oder hyperbolischen Erzeugenden gebildeten 
Gruppe linearer Substitutionen aus einem einzigen Punkte hervor- 
gehen; im Falle der ganzen Ebene ist die erzeugende Substitution 
stets parabolisch. Bezeichnen wir die Ebene, auf welche die 
konforme Abbildung stattgefunden hat als &-Ebene, so haben wir 
folgende beiden Formen der Erzeugenden zu betrachten 

= (c reell positiv, ungleich eins) 
& — £+C (C reell positiv). 
Bilden wir im ersten Falle die Funktion 


Ori 
ART log c 

im zweiten Falle die Funktion 
2n1£ 


7124006 D) 
so werden je zwei einander korrespondierende Punkte der £-Ebene 
in einen und denselben Punkt der Z-Ebene bezw. Z*-Ebene ver- 
wandelt. Die Fläche B wird dadurch auf einen von zwei kon- 


1) Vgl L c.: ,Ueber ein allgemeines Uniformisierungsprinzip“ 
(Rômischer Vortrag) sowie eine demnächst in den Math. Annalen erscheinende 
Abhandlung des Verfassers ,Ueber die Uniformisierung der algebrai- 
schen Kurven (Imaginäre Substitutionsgruppen)* sowie eine gleich- 
betitelte, bisher noch nicht vorgelegte, Mitteilung in den Gôtt. Nachr. (1909). 

2) Gôtt. Nachr., Sitzung vom 22. Februar 1908, pag. 112f. 

8) Vgl. $ 1,d der zweiten Mitteilung, pag. 648 ff. 

23 * 
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zentrischen Kreïisen begrenzten Ring der Z-Ebene bezw. auf einen 
analog beschaffenen aber ausgearteten Ring der Z*-Ebene abge- 
bildet; die Ausartung kann eine einfache oder zweifache sein, in- 
sofern als entweder nur der innere Begrenzungskreis sich auf 
einen Punkt, nämlich den Mittelpunkt des Kreiïsrings, zusammen- 
zieht oder aber auch der äufere Begrenzungskreis sich auf einen 
Punkt reduziert, nämlich den unendlich fernen Punkt der Ebene. 
(Der letztere Fall tritt dann und nur dann ein, wenn in der &- 
Ebene der Fall der ganzen Ebene vorgelegen hat). 

Zweite Methode. (Andere Methode der Zurück- 
führung auf (1)}} Wir kônnen den Fall eines zweïfach zu- 
sammenhängenden Bereichs B noch in anderer Weise auf den Fall 
eines allerdings nur ,ideal“ einfach zusammenhängenden Bereichs 
zurückführen. Zu dem Zwecke denken wir uns auf B zwei vollständig 
im Innern von B getrennt verlaufende einfach geschlossene Linien 
I, und L, gezogen, welche den Bereich B in drei zweïfach zu- 
sammenhängende Stücke zerlegen. Das von Z, und Z, begrenzte 
Stück werde mit B bezeichnet, die beiden anderen mit B, und B,, 
wobei B, das an L,, B, das an ZL, anstofende Gebiet sein soll. 
Das Gebiet 8 kônnen wir ohne weiteres umkehrbar eindeutig und 
konform auf die Fläche eines von zwei konzentrischen Kreïsen 
begrenzten die Ebene nirgends mehrfach bedeckenden Kreisrings 
B abbilden, dessen äuBerer Begrenzungskreis, K,, der Linie L, 
und dessen innerer Begrenzungskreis, K,, der Linie Z, entsprechen 
môge. Der Kreis X,, allein genommen, begrenzt eine bestimmte 
endliche Kreisfläche, die wir mit X® bezeichnen wollen; dieselbe 
enthält also den Bereich B als Teilbereich. 

Betrachten wir nunmebr die vermôüge der Beziehung zwischen 
B und B ideal einfach zusammenhängende Fläche ((B, +B)+ K%), 
so kônnen wir auf diese Fläche den allgemeinen Abbildungssatz 
für einfach zusammenhängende Bereiche anwenden. Bei der sich 
ergebenden konformen Abbildung der genannten idealen Fläche 
auf die schlicht zu denkende Fläche eines Kreises bezw. der ganzen 
Ebene (excl. unendlich ferner Punkt) geht die zweifach zusammen- 
hängende Fläche (8, + 8) in ein zweifach zusammenhängendes Ge- 
biet (8,+ 8) über, welches zur äuBeren Begrenzung einen Kreis 
bezw. den unendlich fernen Punkt hat, während die innere, Z, 
entsprechende Begrenzungslinie eine reguläre geschlossene Linie 
ist. Auf analoge Weise kônnen wir zu einer konformen Abbil- 
dung der Fläche (8+B8,) äuf ein die Ebene nirgends mehrfach be- 
deckendes zweifach zusammenhängendes Gebiet (8+$,) gelangen, 
welches nach aufen entweder dupch ginen Kreis oder durch den 
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unendlich fernen Punkt begrenzt wird, während die innere, L, 
entsprechende Begrenzungslinie eine regaläre geschlossene Linie 
ist. Die beiden Gebiete (8, + 8) und (B+B,) definieren uns nun, 
da sie beide partiell auf 8 konform abgebildet sind, einen idealen 
zweïifach zusammenhängenden Bereich, für welchen die konforme 
Abbildung auf einen natürlichen zweifach zusammenhängenden Be- 
reich keine Sthiwierigkeit mehr darbietet. 

Mit Rücksicht auf die sogleich vorzunehmende Uebertragung 
des Gredankens auf endlich-vielfach zusammenhängende Bereiche B 
wollen wir uns die letztgenannte konforme Abbildung in der 
Weise bewerkstelligt denken, daB wir uns den idealen zweifach 
zusammenhängenden Bereich ((8,+ 8) +(B+8,)') zuvor zu einem 
idealen geschlossenen einfach zusammenhängenden Bereich 
ergänzt denken, indem wir jeden der Bereiche (8, +8)' und (8+ 8, 
über seine äufere Begrenzung hinweg ins Unendliche fortsetzen 
unter Einbeziehung auch des unendlich fernen Punktes selbst. Bei 
der konformen Abbildung des so gewonnenen idealen geschlossenen 
Bereichs auf die schlicht zu denkende Oberfläche der Vollebene 
(schlichte Ebene incl. unendlich ferner Punkt) geht die genannte 
ideale zweïfach zusammenhängende Fläche (8,+ 8) +(B+8.) in 
einen natürlichen zweifach zusammenhängenden Bereich über, dessen 
Begrenzung, sofern sie nicht punktfôrmig ist, jedenfalls regulär 
analytisch ist. 

Dritte Methode. (Zurückführung auf (Il) Die dritte 
Methode unterscheidet sich von der zweiten nur dadurch, daB die 
konforme Abbildung des Bereichs (8,+B) auf (8,+ 8) sowie des 
Bereichs (B+$8,) auf (B+B,) einfach als eine unmittelbare An- 
wendung des oben zitierten Resultats (II) betrachtet wird. 


Beweis des allgemeinen Abbildungsprinzips für endlich- 
vielfach zusammenhängende Bereiche !). 


Ist jetzt B irgend ein endlich-vielfach zusammenhängender 
Bereich, welcher sich im Sinne der Analysis situs wie ein schlichter 
Bereich verhält, so sei m = 3 die Ordnungszahl seines Zusammen- 
hanges. Auf der Fläche B konstruieren wir # ganz im Innern 
dieser Fläche getrennt verlaufende einfach geschlossene Linien 
L,,..., L,, durch welche die Fläche B in m+1 Stücke zerlegt 


1) Nach Analogie der soeben im Falle eines zweifach zusammenhängenden 
Bereichs dargelegten zweiten bezw. dritten Methode. 


346 Paul Koebe, 


wird, und zwar ein m-fach zusammenhängendes Stück 8, und » 
zweïifach zusammenhängende Stücke. Jedes der letzteren Stücke 
kônnen wir wiederum durch eine ganz in seinem Innern verlau- 
fende eïnfach geschlossene Linie in zwei zweïifach zusammenhän- 
gende Stücke zerlegen, so daB die Fläche B in 2m+1 Stücke 
zerlegt ist: 
B — Bo + Bai + Bis + Bai + Bar +: * * + Bmi + Pme. 

Die Bezeichnung der Bereiche mit doppeltem Index sei so gewählt, 
daB B,,, Bis - -., Bm1 an B, angrenzen, während von den übrigen 
jedesmal Puz an Bo: anstôBt. 

Wir bilden nun den zweifach zusammenhängenden Bereich 
(B«1+ Bu2) [a = 1,2, ...,m] nach den vorher für (6,+/6) und 
(B+B,) erläuterten Verfahren (entweder mit Benutzung von (I) 
oder von (II)) umkehrbar eindeutig und konform auf einen die 
Ebene nirgends mehrfach bedeckenden zweïfach zusammenhängenden 
Bereich (B«1+Baz2) ab, welcher nach aufen von einem sich ev. auf 
den unendlich fernen Punkt reduzierenden Kreise X‘ begrenzt 
wird, während die innere, L, korrespondierende Begrenzungslinie 
eine reguläre geschlossene Linie ist. Dadurch gewinnen wir, 
analog wie vorher im Falle des zweïfach zusammenhängenden 
Bereichs, wieder die Môglichkeit, von der Fläche B den Ueber- 
gang zu einer idealen geschlossenen einfach zusammenhängenden 
Fläche zu machen, von welch letzterer die Fläche B als ein Teil 
aufzufassen ist. Bei der konformen Abbildung dieser geschlossenen 
Fläche auf die Vollebene geht dann die gegebene Fläche B in 
einen natürlichen schlichten Bereich über, dessen Begrenzung von 
m regulären einfach geschlossenen analytischen Linien gebildet 
wird, welche sich zum Teil oder auch sämtlich auf Punkte redu- 
zieren kônnen. 


Erster Beweis des allgemeinen Abbildungsprinzips für 
unendlich-vielfach zusammenhängende Bereiche!). 


Wir nehmen nunmehr an, der auf einen schlichten Bereich 
abzubildende Bereich B sei von unendlich hoher Ordnung 
des Zusammenhanges. In diesem Falle ist es môglich, ihn 
als Grenze von lauter endlich-vielfach zusammenhängenden end- 
lich-vielblättrigen analytisch begrenzten Bereichen 

Dh, Bee, 


1) Zugleich als neuer Beweis des allgemeinen Abbildungssatzes für einfach 
bezw. endlich-viclfach zusammenhängende Bereicbe. 
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aufzufassen, deren einzelner den kombinatorischen Methoden von 
Schwarz-Neumann zugänglich ist. 

Im Irnern von B, wählen wir einen Punkt 0, welcher der 
Eïnfachheit halber mit keinem Verzweigungspunkt und auch nicht 
mit einem unendlich fernen Punkt zusammenfallend vorgestellt 
werde. 

Wir betrachten die Ebene, über welcher die Fläche B aus- 
gebreitet gedacht wird, als Ebene einer komplexen Veränderlichen 
zæ. Dann kônnen wir eine unendliche Folge von analytischen 
Funktionen 


Pi (æ), Pa(T), PE: 


folgenden Bedingungen gemäB definieren: Die Funktion y,(x) exi- 
stiert im ganzen Innern des Bereichs B, als eine eindeutige und 
überall (excel. 0) reguläre Funktion; im Punkte O0 (7 —#x,) wird 


Die Funktion ,(x) 


die Funktion œ,(x) unendlich wie — 


0 
nimmt im Gebiete B, niemals an zwei verschiedenen Stellen einen 


und denselben Wert an, sie nimmt ferner den Wert Null im 
ganzen Gebiet B überhaupt nicht an. Die Aussage, daB es eine 
den genannten Bedingungen genügende Funktion gibt, ist im 
wesentlichen mit folgendem Satze gleichbedeutend. 


Erster Hilfssatz'): Jeder endlich-vielblättrige endlich- 
vielfach zusammenhängende Bereich mit wohldefinierter (etwa ana- 
lytischer) Begrenzung ?), der sich im Sinne der Analysis situs wie 
ein schlichter Bereich verhält oder, anders ausgedrückt, für 
welchen die Ordnungszahl des Zusammenhanges gleich der Anzahl 
der Begrenzungslinien ist, läft sich umkehrbar eindeutig und 
konform auf einen schlichten Bereich abbilden. — 


Beweis: Der Beweis kann durch Uebergang zu einem 
idealen geschlossenen einfach zusammenhängenden Bereich unter 
Heranziehung der gürtelfôrmigen Verschmelzung analog geführt 
werden, wie der vorher gegebene Beweis des allgemeinen Abbil- 


1) Diesen Satz habe ich bereits in der Arbeit ,Ueber konforme Abbildung 
mehrfach-zusammenhängender chener Bereiche, insbesondere solcher Bereiche, 
deren Begrenzung von Kreisen gebildet wird“, Jahresbericht der D. M. V. 1906, 
aufgestellt und auf andere Weise bewiesen. Der dort gegebene Beweis stimmt 
jedoch mit dem hier mitgeteilten Beweise im Grundgedanken überein. 

2) Es kommt hier nicht darauf an, hinsichtlich der Natur der zulässigen 
Begrenzung müglichste Allgemeinheit zu haben, da die Begrenzung der Bereiche 
B,, analytisch gewäblt werden kann. Man vergleiche übrigens auch die bezüg- 
lichen Bemerkungen in Jahresbericht 1906, L. c. 


LS 


348 Paul Koebe, 


dungsprinzips für endlich-vielfach zusammenhängende Bereiche, 
mit dem Unterschiede jedoch, daf die Berufung auf die Resultate 
(I) und (IT) der ersten bezw. zweiten Mitteilung unter den hier 
vorliegenden einfacheren Voraussetzungen nicht erforderlich ist. 
Die abzubildende Fläche wird, wenn "» die Anzahl ihrer Be- 
grenzungslinien ist, in m+1 Stücke zerlegt, ein m-fach zusammen- 
hängendes und m zweifach zusammenhängende. Letztere künnen 
dann sofort je auf einen schlichten Kreisring abgebildet werden, 
womit wiederum die Môglichkeit des Ueberganges zu einer idealen 
geschlossenen eïnfach zusammenhängenden Fläche gegeben ist, 
welch letztere die gegebene Fläche vollständig in ihrem Innern 
enthält. 


Wir wollen jetzt beweisen, da man aus der Reïhe der Funk- 
tionen œ,(x), p,(x), ... nach einem wobhldefinierbaren Verfahren 
eine unendliche Folge so herausgreifen kann, daB dieselbe in der 
ganzen Fliche B gleichmäBig konvergiert. 

Wir machen dabei von einigen weiteren Hilfssätzen Gebrauch, 
welche wir vorweg entwickeln wollen. 

Zweiter Hilfssatz: In einer y-Ebene sei ein einfach zu- 
sammenhängendes schlichtes Gebiet Z gegeben, welches den un- 
endlich fernen Punkt der Ebene in seinem Innern enthält, den 
Nullpurkt hingegen ausschlieft. Ist Z' irgend ein anderer Be- 
reich, welcher denselben Bedingungen wie Z genügt und welcher 
umkehrbar eindeutig und konform auf den Bereich Z abgebildet 
werden kann derart, daf die analytische Funktion von y, welche 
die konforme Abbildung vermittelt, sich im Unendlichen entwickeln 
läft in der Form | 


p-+regulärer Bestandteil, 


dann gibt es eine endliche positive GrôBe w die nur von der Wahl 
von Z abhängt und so beschaffen ist, daB für jeden den Bedin- 
gungen genügenden Bereich Z' die weiteste Entfernung seiner 
Begrenzung (Begrenzung von Z') vom Nullpunkte kleiner ist als y. 

Der vorstehende Satz ist inhaltlich gleichbedeutend mit dem 
von mir in der ersten Mitteilung entwickelten zweiten Hilfsatze 
(insbesondere zweite Form des zweiten Hilfssatzes)*). Man erkennt 


1) Gôtt. Nachr., 1907, p. 204: ,Es sei ein die z-Ebene schlicht überdeckender 
ganz im Endlichen liegender Bereich Z gegeben, der den Nullpunkt in seinem 
Innern enthält. Kat man die Gesamtheit aller ganz im Endlichen gelegenen Be- 
reiche Z” ins Auge, welche den Nullpunkt im Innern enthalten, die Ebene schlicht 
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dies sofort durch Anwendung einer Transformation durch rezi- 
proke Radien mit dem Nullpunkt als Transformationszentrum. 


Dritter Hilfssatz: Gegeben sei eine beliebige endlich- 
oder unendlich-vielblättrige Riemannsche Fläche ®, welche wir 
uns über der x-Ebene ausgebreitet denken und von welcher wir 
nur die inneren Punkte (nicht Grenzpunkte) in -Betracht ziehen. 
Ferner seien unendlich viele analytische Funktionen 


(tr), px), ... 


gegeben, deren n-te in einem Teilbereiche &, von ®, wobei 
D,<D,< D,<...ist, regulär und eindeutig erklärt sein môge. 
Es sei bekannt, daB sämtliche Funktionen der obigen Reïhe dem 
absoluten Betrage ihrer Werte nach unterhalb einer von der Wahl 
des Index # unabhängigen endlichen Grôüfe w bleiben und da 
lim ®, — ist. Dann gibt es eine unendliche Folge von ganzen 


n = 


> 
positiven Zahlen n,<n,<n,<..., sodaB die Funktionen 


pn.(x), pn(x), pns(x), . .. 
eine in jedem endlich-vielblättrigen, nicht bis zur Grenze von ® 
sich erstreckenden Teilgebiete von ® gleichmäfig konvergente 
Folge bilden. | 
Die Grenzfunktion (x) existiert im ganzen Innern der 
Fläche ®. — 


Beweis!): Im Innern der Fläche ® denken wir uns zu- 
nächst eine abzählbare Menge M von Punkten so definiert, daf 
jeder beliebige innere Punkt der Fläche ® ein Häufungspunkt für 
die Menge M ist. Als Menge M ist beispielsweise die Menge aller 
derjenigen inneren Punkte von ® geeignet, welche durch z-Werte 
mit rationalem reellen und imaginären Bestandteil repräsentiert 
werden. Dabei wird es dann, falls © unendlich-vielblättrig ist, 
vorkommen, daB zu einem und demselben x-Werte unendlich viele 
Punkte der Menge M gehôren, die eben in unendlich vielen ver- 
schiedenen Blättern der Fläche © liegen. Wir bezeichnen die 
Punkte der Menge M in einer bestimmten Reïhenfolge mit 


#5 F,; P, PR 


überdecken und mittelst eindeutig umkehrbarer konformer Abbildung in den Be: 
reich Z übergeführt werden kônnen, derart, da& der Nullpunkt bei der Abbildung 
in sich übergeht und da das VergrüBerungsverhältnis an der Nullstelle den Wert 
eins hat, so gibt es eine nicht verschwindende Kreisfläche X, welche den Null- 
punkt zum Mittelpunkt hat und ganz im Innern aller Bereiche Z” liegt“. 

1) Vgl. Hilbert, Bendixson, Townsend (1. c.). 
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Eine solche Reïhenfolge festzulegen, hat keine prinzipiellen Schwie- 
rigkeiten. Betrachten wir jetzt die Werte 


Pi(Ph P:(P;), ps (2), tete 


welche die Funktionen w,, w,, w,, ... im Punkte P, annehmen, 
so müssen dieselben, da sie infolge der Voraussetzung alle, absolut 
genommen, unterhalb w liegen, mindestens einen Häufungswert 
haben. Um bestimmtes zu definieren, fassen wir etwa denjenigen 
Häufungswert ins Auge, welcher den kleinsten absoluten Betrag 
hat, und wenn dieser Bedingung mehrere Häufungswerte genügen, 
unter diesen Häufungswerten denjenigen, welchem die kleinste 
Amplitude entspricht. Es sei 1, der auf diese Weise definierte 
Häufangswert. Dann greifen wir aus der Reiïhe der Zahlen 
1, 2, 3, ... folgendermafen eine unendliche Folge 


NAN NN NE ue 


heraus. Wir nehmen n{° — 1. Ferner nehmen wir alle diejenigen 
Indexwerte auf, für welche der betreffende Funktionswert an der 
Stelle P, gerade gleich H, wird. Es kônnen unendlich viele 
solche Indexwerte existieren; es brauchen andererseits überhaupt 
keine solchen Indexwerte zu existieren. Im ersteren Falle nehmen 
wir die erwähnten unendlich vielen Indexwerte geradezu als die 
Reïhe n°”, n{, .-.. Im zweiten Falle gehen wir noch diejenigen 
Indexwerte der Reihe nach durch, für welche der Funktionswert 
an der Stelle P, erstens wirklich existiert und zweitens von H 
verschieden ist. Den ersten dieser Indexwerte nehmen wir in die 
von uns zu bildende Serie unbedingt auf. Von den übrigen 
der Reiïhe nach zu betrachtenden aber nehmen wir dann und nur 
dann einen Index auf, wenn der zugehôrende Funktionswert auch 
eine wirkliche Annäherung an den Häufungswert H, darstellt. 

Auf diese Weise haben wir aus der Reïhe 1, 2, 3,... nach einem 
wohldefinierten Prinzip eine unendliche Serie ni”, n{, n$,.. 
ausgeschieden, für welche charakteristisch ist erstens, daf 
n}) = 1 ist und zweitens, da der Grenzwert lim nt (P,) 
existiert, (nämlich — À; | H, | <u). 5b 

Wir kônnen nun die neue Serie zugrunde legen und aus ibr, 
indem wir an Stelle von P, den Punkt P, treten lassen, eine 
wieder unendliche Serie 

ni ne 
berausgreifen, für welche auBer 
Jim qn? (7) auch lim œqn(P,) 
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existiert. Das bei der Bestimmung der Serie n® < n° <,.,, zu 
befolgende Prinzip ist dasselbe wie das bei der Bestimmung der 
ersten Serie befolgte, mit einem kleinen, aber wichtigen Unter- 
schiede. Während wir die erste Serie aus der Grundserie 
1, 2, 3... so bestimmten, daB 1 jedenfalls beibehalten wurde, 
sollen bei der Bildung der zweiten Serie aus der Serie n#, n!... 
die zwei ersten Zahlen n° — 1 und n° jedenfalls aufgenommen 
werden, s0 daB wir also erhalten n® = 1, n# — n{”. Von der 
zweiten Serie künnen wir weiter zu einer dritten Serie über- 
gehen, welche mit der zweiten in den drei ersten Zahlen 
übereinstimmt und für welche die drei Grenzwerte 


Lim qn#(P,), lim qn#(P,), lim qn®(P,) 


existieren und, absolut genommen, < w sind. So ergibt sich schlief- 
lich vermüge dieses in infinitum wohl definierten Verfahrens eine 
unendliche Folge ganzer Zahlen 


(@) 


== Eh) Que 
HN USE LP ES 


MODOLNN ET =, M = 1. ... ist. Nür'déese Folge 
von Indexwerten existieren die unendlich vielen Grenzwerte 


Entre — 1210) | 


und zwar ist jeder derselben, absolut genommen, = y. 

Es soll nun der Nachweis geführt werden, daB die Reiïhe der 
Funktionen 

pr (x), pn:(x), œns(x) ... 

für die ganze Fläche ® oder, präziser ausgedrückt, in jedem 
inneren nicht bis an die Grenze von ® sich erstreckenden Teil- 
gebiete von ® gleichmäfig konvergiert. Um dieses zu beweiïsen, 
genügt es offenbar, diese Tatsache für jede ganz im Innern von 
® enthaltene schlichte Kreistläche zu beweisen. (Windungsflächen- 
stücke mit endlicher Ordnung des Windungspunktes lassen sich 
sofort auf schlichte Flächenstücke transformieren.) 

Für eine solche Kreisfläche ist also zu zeigen, daf, wenn v 
hinreichend groB gewählt ist, 


| fn, (x) Frs (x) < 
ist, wobei & eine beliebig klein gegeben zu denkende positive von 
null verschiedene GrôBe und »' eine vüllig beliebige POSTATE 
ganze Zahl ist. 
Um den Beweis dieser Behauptung zu führen, bemerken wir, 


das sämtliche Funktionen œn, (x), qn, (x), . .. auch in einem Kreise 
2% + 


02 
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mit etwas grôBerem Radius und mit demselben Mittelpunkt noch 
existieren (— wenigstens dürfen wir uns auf die Betrachtung solcher 
Kreisflächenstücke beschränken —) und dem absoluten Betrage ihrer 
Werte nach unterhalb der GrüBe y bleiben. 

Die ganze Frage reduziert sich somit auf den Beweis des 
folgenden Satzes. 

Lemma. Es seien F(2), F,(2), ... unendlich viele analyti- 
sche Funktionen von 2, welche für |z2| <= 1+6 (6 => 0) regulär und 
eindeutig erklärt sind und deren Werte in diesem Gebiete sämtlich 
dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen von der Wahl 
des Index unabhängigen positiven GrôBe w bleiben. Von diesen 
Funktionen sei ferner bekannt, da für alle Punkte z, die einer 
im Innern des Einheitskreises erklärten daselbst überall dichten 
Punktmenge #7 angehôren, der Grenzwert Im F,(2) existiert. 


Alsdann konvergiert die Reïhe der FEES F, FFE) 2 
ganzen Innern und auf der Grenze des Einheitskreises PÉR — 

Beweis: Sind z, und z, irgend zwei Punkte im Innern des 
Eïinheitskreises, so liefert die Cauchysche Integralformel für 
die Werte F,(z2,), F,(:,) folgende Ausdrücke 


A F,, (2) de’ 3 Lsmlur F9d2 
(2) — rl; F, (2) — mi Ta sr 
wobei die Integration über die Begrenzung des Kreises mit dem 

Radius (1+6) erstreckt werde. Also folgt 


ee el f ro 


Sri J (2 —2,)(2— 2.) 


— £ 
2, —4 


1 


mithin 


29 — À 


FDL |  HECEO — 
= 2 6° 


Das Wesentliche ist, daB die für den Differenzenquotienten der 
Funktion F,(:) gefundene Abschätzungsgrôbe von £,, z, und v un- 
abhängig ist. 

Um die gleichmäfige Konvergenz der Funktionenfolge für das 
ganze Gebiet des Einheitskreises zu beweïisen, ist darzutun, da8 
nach Angabe einer beliebig kleinen von null verschiedenen Grôfe 
e eine Zabl N gefunden werden kann, so daB für alle » = N und 
beliebiges positives ganzzahliges v’ die Ungleichheit 

| F,(e) — F,4,(e) | < & 


besteht und zwar für das ganze Gebiet des Einheitskreises. 
2% 
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Bezeichnen wir die Differenz (F,(2)—F,,,(+)) mit F, (+), s0 
bleibt der Differenzenquotient —* Fe ete dem absoluten 
Betrage nach unterhalb der von z,, #, und v, »’ unabhängigen 
GrôBe 2g. Nun kann man wegen der vorausgesetzten Konvergenz 
der Funktionenreihe F,(2), F,(:), ... in den Punkten der Menge 
m jedenfalls erreichen, daB der absolute Wert der Funktion 
F,,, (2) für beliebig aber endlich viele willkürlich ausgewählte 
Punkte der Menge » kleiner als > wird und zwar dadurch, daf 
man v hinreichend gro8 wähblt und »’ ganz beliebig läft. Es sei 
m, die gewählte endliche Teilmenge von #”, à der weiteste Ab- 
stand, den ein variabel gedachter Punkt des Einheitskreises von 
der Menge m, haben kann, dann ergibt sich mit Benutzung der 
vorhin gewonnenen Abschätzung des Differenzenquotienten der 
Funktion F,,(z) eine Abschätzung dieser Funktion für das ganze 
Innere des Einheïtskreises, nämlich 
1F,,(@)1Z 3 +290. 
Nun ist & beliebig klein at andererseits kann aber auch d 
beliebig klein gemacht werden, etwa — a indem die Menge m, 
passend gewählt wird. Man erhält dann | F,,(:)| <e also wird 
die Funktion }°,,(2) für das ganze Innere des Einheitskreises 
gleichmäfig null, sofern nur v ins Unendliche wächst. 

Hiermit ist das Lemma bewiesen und damit auch der pag. 13 
formulierte dritte Hilfssatz. 

Zuendeführung des ersten Beweises für das all- 
gemeine Abbildungsprinzip mit Benutzung der vor- 
stehenden drei Hilfssätze. Wir beschreiben innerhalb B, 
um den Punkt 0 eine einfach geschlossene Linie L,, weiche eine 
Umgebung 4, um den Punkt O0 herum abgrenzt. Das Gebiet 4, 
wird durch die Funktion w,(x) auf ein Gebiet Z abgebildet, 
welches den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthält und 
den Nullpunkt ausläBt. Betrachten wir nun die Abbildung des 
Gebiets 4, durch die Funktion qn(x), so erhalten wir als Bild 
von À, einen Bereich Z’, welcher mit dem Index # wechselt. Der 
zweite Hilfssatz (pag. 12) besagt, da8 die Begrenzungslinie von Z" 
nicht beliebig weit vom Nullpunkte sich entfernen kann. Präziser 
ausgedrückt: es gibt eine von n unabhängige Grüfe uw, sodaf 
|pn (x)| Zu für das Gebiet (B,—1,). Man hat ferner 
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Man kann also aus der Reihe der Funktionen ,(x), w, (x), ... 
nach dem dritten Hilfssatze eine gleichmäBig konvergente Folge 
auswäblen. Die Grenzfunktion werde mit (x) bezeichnet. Die 
gleichmäBige Konvergenz erstreckt sich zunächst nur auf das Ge- 
biet (B—1,) oder, genauer ausgedrückt, auf jedes ganz im Innern 
und nicht bis an die Grenze von (B—1,) heranreichende Teil- 
gebiet von (B—1,). Insbesondere findet demnach auch gleich- 
mäBige Konvergenz auf einer geschlossenen ZL, benachbart ver- 
laufenden Linie L! statt, welche einen Bereich 4, > À, begrenzt. 
Daraus folgt, weil wir es mit analytischen Funktionen zu tun 
haben, sofort die gleichmäBige Konvergenz der ausgewählten 
Funktionenreihe auch für das Gebiet 4/, also auch für 41. Die 
Grenzfunktion (x) ist demnach für das ganze Gebiet B erklärt 


und wird nur im Punkte 0 unstetig, nämlich wie Hierin 
liegt zugleich die Tatsache ausgedrückt, daB die erhaltene Grenz- 
fanktion sich nicht auf eine Konstante reduziert. 

Daf die Grenzfunktion (x) eine konforme Abbildung der 
Fläche B auf ein schlichtes Gebiet vermittelt, ergibt sich sofort 
daraus, daB jede der Funktionen qn(x) eine derartige konforme 
Abbildung vermittelt und daf, wie gesagt, die Funktion (x) sich 
nicht auf eine Konstante reduziert. 


Zweiter Beweis des allgemeïinen Abbildungsprinzips für 
unendlich-vielfach zusammenhängende Bereiche :). 


Wir bilden der Reiïhe nach die Bereiche (B, — À,), deren keiner 
den Punkt O enthält, umkebrbar eindeutig und konform auf je 
einen schlichten ganz im Endlichen liegenden Bereich ab, welcher 
als änBere, L, entsprechende Begrenzungslinie den Einheitskreis 
hat und den Nullpankt ausschlieft?). Dann sind die abbildenden 


1) Zugleich als neuer Beweis des Abbildungssatzes für einfach bezw. endlich- 
vielfach zusammenhängende Bereiche. 

2) Zu einer solchen Abbildung gelangt man durch Anwendung des ersten 
Hilfssatzes. Um die gewünschte Begrenzunglinie als Einheitskreis zu normieren, 
bat man nachträglich noch den gewühnlichen auf schlichte einfach zusammen- 
bängende analytisch begrenzte Bereiche sich beziehenden Abbildungssatz anzu. 
wenden. (Vgl. Jahresbericht der D. M. V., 1907, pag. 126, Beweis des Satzes IX.) 
Das Wesentliche für den folgenden Beweis ist übrigens nur dieses, daB die 
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Funktionen lauter Funktionen, deren Werte offenbar dem abso- 
luten Betrage nach <1 sind. Folglich kann man nach dem 
dritten Hilfssatze eine gleichmäfig konvergente Serie aus- 
wählen. Die Grenzfunktion leistet eine konforme Abbildung der 
Fläche (B —21,) auf ein schlichtes Gebiet, sofern diese Grenz- 
fanktion sich nicht auf eine Konstante reduziert. Das 
Letztere ist in der Tat nicht môglich. Gesetzt nämlich, wir be- 
kämen als Grenzfunktion der ausgewählten Serie eine Konstante, 
dann würden sich die Werte der Abbildungsfunktionen längst der 
Linie L, (s. pag. 18 oben) ebenfalls auf eine Konstante reduzieren. 
Non geht L, bei jeder der betrachteten Abbildungen in eine den Null- 
punkt einfach umschlieBende Linie über, also müfte die Konstante, 
auf welche sich die Werte der Abbildungsfunktionen schlieBlich 
reduzieren, die Null sein. Das bedeutet mit Rücksicht auf die 
gleichmäBige Konvergenz der ausgewählten Serie folgendes: Bei 
den sukzessiven konformen Abbildungen geht das zweifach zu- 
sammenhängende Gebiet zwischen L, und L, in ein schlichtes zwei- 
fach zusammenbängendes Gebiet über, dessen äufere Begrenzungs- 
linie der Einheïtskreis ist, während die innere Begrenzungslinie 
eine mit wachsendem Index sich auf den Nullpunkt zusammen- 
ziehende Linie ist. Das ist aber nicht môglich, weil der zweifach 
zusammenhängende Bereich zwischen ZL, und L}! einen ganz be- 
stimmten endlichen Modul besitzt, welcher gegenüber umkehrbar 
eindeutigen konformen Abbildungen invariant ist, also auch den 
erwäbhnten schlichten Bildbereichen zukommen müfte. Nun gilt 
aber folgender Satz. 

Vierter Hilfssatz: Es sei B ein schlichter zweifach zu- 
sammenhängender Bereich, dessen äuBere Begrenzungslinie vom Ein- 
heitskreise und dessen innere Begrenzungslinie von einer den 
Nullpunkt einfach umschliefenden L gebildet wird. Die weiteste 
Entfernung eines auf L veränderlich gedachten Panktes vom Null- 
punkte sei gleich Z; dann ist der Modul des Bereichs B grôer 


oder gleich & Insbesondere wird also der Modul unendlich gro, 


wenn Z unendlich klein wird. 

Beweis: Den Modul eines beliebig gegebenen zweifach zu- 
sammenhängenden Bereichs definieren wir als das Radienverhältnis 
(Radius des äuBeren durch Radius des inneren Begrenzungskreises) 


äuBeren, L, entsprechenden Begrenzungslinien der schlichten Bildbereiche von 
(Bn — 40) sämtlich in einem gewissen von n unabhängigen endlichen Bezirk 
liegen, dessen Abstand vom Nullpunkte von null verschieden ist. 
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desjenigen von zwei konzentrischen Kreisen begrenzten zweifach 
smsammenhSngenden schlichten Bereichs, auf welchen der betrach- 
tete gegebene Bereich umkehrbar eindeutig und konform abge- 
hilèet werden kann. Gefunden wird der Modul in folgender Weise: 
Man konsiruiere diejenige in dem gegebenen Bereich eindeutige 
unè rogulkère Potentialfunktion «, welche auf der einen (ersten) 
Begronsungslinie verschwindet, auf der andern den Wert eins 


annimmt; der Wert " — das Integral genommen über die 


vallständige erste Begrenzungslinie _ — Ableitung in Richtung der 


inneren Normalen, de — positives Linienelement) —, hat einen po- 


Ntver vor mull verschiedenen Wert C; wir bezeichnen mit v die 
on « gekèrende konjugierte Potentialfunktion, dann vermittelt die 
CtN 2 


* 


Konktion e eine umkehrbar eindeutige konforme Abbil- 
dung des gegebenen Bereichs auf einen schlichten von konzentri- 
2x 


ihen Kreken begrenzten Ring mit dem Radienverhältnis e in. 
D E 
D Gnôfe « © stellt den Modul des gegebenen Bereichs dar. 
Aus der verstehenden Definition des Moduls, welche übrigens 
de Tlavarianz desselben gegenüber umkehrbar eindeutigen kon- 
formen Abléungen sofort erkennen läft, ergibt sich nun, daf 
der Medal des Bereichs B grüBer ist als der Modul desjenigen 
nhhehien Kreisrings, welcher vom Einheïtskreise und von dem 
mit Du kenzentrischen Kreise vom Radius Z begrenzt wird. Der 


Medal Seses Kreisrings ist aber gleich +. 

Nsebdem auf diese Weise eine konforme Abbildung des Be- 
rwebs EP — 4, suf ein schlichtes Gebiet innerhalb des Einheitskreises 
gatanden ?) ist, kann man den Bereich B selbst als Teilbereich eines 


1) Val einen von mir in der Arbeit ,Ueber konforme Abbildung mehrfach 
siamnendängender ebener Bereiche“, (Jabresbericht der D. M. V. 1907, pag. 
LIT 1) hewiesenen Satz: Ist S ein zweifach susammenhängender 
sebhliehter Bereich, welcber gans innerhalb eines sandernschlichten 
Sereichs 1 liegt derart, daB, allgemein su reden, der Bereich 
F dureh die Begrensungslinien von S in drei sweifach zusam- 
menbingende Bereiche serlegt wird, so ist der Modul von S 
klisimaer als er Modul von T. 

2) Ex ist miché notwendig, sich davon Rechenschaft zu geben, da vermôüge 
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idealen geschlossenen einfach zusammenhängenden Bereichs auf- 
fassen, welcher entsteht, wenn man sich von dem erwähnten 
schlichten Gebiet alle inneren Begrenzungen fortdenkt. Bei der 
konformen Abbildung der gefundenen idealen geschlossenen Fläche 
auf die schlichte Fläche einer Vollebene geht der Bereich B in 
einen schlichten Bereich über. 


Schlussbemerkungen. 


Der schlichte Bereich, auf welchen der Bereich B gemäB un- 
serem im Vorhergehenden bewiesenen allgemeinen Abbildungs- 
prinzip umkehrbar eindeutig und konform abgebildet werden kann, 
ist selbstverständlich im allgemeinen auf unendlich viele Weisen 
wählbar. Man kann darnach streben, ïihn in bestimmter Weise zu 
normieren. 

Ist der Bereich endlich vielfach zusammenhängend, so kann 
man ihn als einen von lauter Vollkreisen begrenzten Bereich 
normieren, wobei der einzelne Kreis sich ev. auf einen Punkt re- 
duzieren kann. Der zu einem gegebenen Bereiche solcherweise 
gehôürende Kreisbereich kann durch ein gleichmäfig konvergentes 
iterierendes Verfahren gefunden werden, welches ich in 
einer Voranzeige (Gôtt. Nachrichten, 1908, pag. 112#.) mit- 
geteilt habe. Man kann zu diesem Kreisbereiche aber auch ge- 
langen durch eine Anwendung unseres allgemeinen Abbildungs- 
prinzips für unendlich-vielfach zusammenhängende Bereiche. Die 
betreffende unendlich-vielfach zusammenhängende Fläche, deren 
umkehrbar eindeutige konforme Abbildung auf einen schlichten 
Bereich zugleich die gewünschte konforme Abbildung des gegebenen 
endlich-vielfach zusammenhängenden Bereichs auf einen Kreisbereich 
liefert, entsteht aus dem gegebenen Bereiche auf ganz analoge 
Weiïise, wie aus dem gesuchten (unbekannten) Kreisbereiche durch 


der durch die Grenzfunktion vermittelten Abbildung der Linie Z, in regulürer 
Weise die Peripherie des Einheitskreises entspricht, da jedenfalls L, regulär 
analytisch auf cine reguläre Linie innerhalb des Einheitskreises bezogen ist; 
letzteres genügt für die Anwendung der Methode der gürtelfôrmigen Ver- 
schmelzung. Uebrigens kann man sich leicht überzeugen, daB die Konvergenz 
der ausgewählten Serie tatsächlich auch auf Z, selbst noch gleichmäbig statt- 
findet; man hat sich zu dem Zwecke einer Spiegelung an L, bezw. am KEinheits- 
kreise zu bedienen; erstere Spiegelung kann auch durch einen Uebergang auf die 
Rückseite des Bereichs (Z — 1,) ersetzt werden. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Muth.-phys. Klasse. 1908. Hoft 4. 24 


358 Paul Koebe, über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 


den in infinitum wiederholten SpiegelungsprozeB (Spiegelung an 
den Begrenzungskreisen) in bekannter Weise ein gewisser unendlich- 
vielfach zusammenhängender Bereich mit unendlich vielen diskreten 
Grenzpunkten hervorgeht. Der Spiegelung an einem Kreise lassen 
wir bei dem gegebenen Bereiche den Uebergang von der Vorder- 
seite auf die Rückseite dieses Bereiches entsprechen oder umgekehrt. 

Man darf vermuten, daB auch für unendlich-vielfach zu- 
sammenhängende schlichte Bereiche der Satz gilt, daf jeder 
derartige Bereich auf eine und, abgesehen von einer linearen 
Transformation, nur eine Weiïse als Kreisbereich normiert werden 
kann. Der Nachweis dieses allgemeinen Kreisnormierungs- 
prinzips läft sich, wenn der gegebene schlichte unendlich- viel- 
fach zusammenhängende Bereich, dessen Normierung ausgeführt 
werden soll, in Bezug auf die Axe des Reellen zu sich selbst 
symmetrisch ist und wenn die Begrenzungslinien alle die Axe des 
Reellen treffen, im wesentlichen nach derselben Methode erledigen, 
nach welcher ich diesen symmetrischen Fall unter der Voraus- 
setzung endlichen Zusammenhanges an anderer Stelle erledigt 
habe !)°). 


1) ,Ueber die konforme Abbildung mehrfach zusammenhän- 
gender Bereiché‘“. Jahresbericht d. Deutschen Mathematiker - Vereinigung, 
1907, pag. 116 ff. 

2) Das von Herrn Klein (Math. Annalen, 21) u. a. aufgestellte der ,,In- 
einanderschiebung“ mehrerer Grenzkreisfundamentalpolygone entsprechende 
»Fundamentaltheorem“ der Uniformisierung algebraischer Funktionen ist 
ein vortreffliches Beispiel für das von uns formulierte allgemeine Kreisnormie- 
rungsprinzip. Unser allgemeines Abbildungs- bezw. Uniformisierungsprinzip 
allein, in diesem Falle angewandt, gibt nur eine qualitative Lüsung. 

Hingegen läBt sich beispielsweise bei denjenigen Kleinschen Fundamental- 
theoremen, zu welchen man durch Ineinanderschiebung der elementaren loxo- 
dromischen, parabolischen, elliptischen Fundamentalbereiche gelangt, 
durch eine besondere Untersuchung dartun, daB in diesen Fällen die durch das 
allgemeine Uniformisierungsprinzip gewährleistete qualitative Lôsung zugleich 
auch die quantitative Lôsung darstellen muB. (Vgl. die bereits oben er- 
wäbhnte demnächst in den Math. Ann. erscheinende Abhandlung des Verfassers : 
nUeber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. (Imagi- 
näre Substitutionsgruppen)“ sowie die oben ebenfalls erwähnte später 
erscheinende gleichbetitelte Mitteilung, Gôtt. Nachr., 1909. 


Konforme Abbildung der Oberfläche einer von end- 

lich vielen regulären analytischen Flächenstücken 

gebildeten kôrperlichen Ecke auf die schlichte ebene 
Fläche eines Kreises. 


Von 
Paul Koebe in Gôttingen. 
Vorgelegt durch Herrn F. Klein in der Sitzung am 19. Dezember 1908. 


Auf das Problem, die Oberfläche einer von endlich vielen 
regulären analytischen Flächenstücken gebildeten kôrperlichen 
Ecke umkehrbar eindeutig und konform (im Eckpunkte selbst nur 
stetig) auf die schlichte ebene Fläche eines Kreises abzubilden, 
wurde von Herrn H. A. Schwarz in seiner Abhandlung ,Ueber 
die Integration der partiellen Differentialgleichung _. + __ = 0 
unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen“ 
(Berliner Monatsberichte, 1870, pag. 767 —795, s. insbesondere 
pag. 785) hingewiesen. Die Bedeutung dieses Problems innerbalb 
der Riemannschen Abbildungstheorie ist bekannt; die Lôsung 
dieses Problems hat nämlich vermôüge der Schwarz-Neumann- 
schen kombinatorischen Methoden gemäB der von Herrn Klein 
(Math. Annalen, Bd. 21, 1883, ,,Neue Beiträge zur Riemannschen 
Funktionstheorie‘‘) entwickelten allgemeinen Idee der ,Riemann- 
schen Mannigfaltigkeit‘“ die Richtigkeit des Satzes zur 
Folge, daB jeder im Raume gegebenen aus endlich vielen regulären 
analytischen Flächenstücken gebildeten geschlossenen Fläche im 
Riemannschen Sinne eine irreduzible algebraische Gleichung 
G(x,y) = O0 zwischen zwei komplexen Veränderlichen x und y 
zugeordnet werden kann, welche durch jede mit ihr birational 
verknüpfte Gleichung ersetzt werden darf. 
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Das genannte Problem der Eckenabbildung ist bis jétzt un- 
erledigt geblieben. In dem speziellen Falle, in welchem die zur 
Bildung der Ecke benützten Flächen Kugelflächen bezw. Ebenen 
sind, ist die Lôsung bereits Herrn Schwarz bekannt gewesen; 
die konforme Abbildung gelingt unter dieser Annahme auf ele- 
mentare Weise. 

Die von mir in meinen Arbeiten ,Ueber die Uniformi- 
sierung beliebiger analytischer Kurven“ (erste, zweite 
und dritte Mitteilung) (Gôttinger Nachrichten 1907 und 1908) ent- 
wickelten ganz allgemeinen Abbildungssätze gestatten nun als 
eine Anwendung auch die Lôsung des allgemeinen Ecken- 
abbildungsproblems. 

Betrachtet man nämlich die Umgebung des Eckpunktes unter 
Ausschluf des Eckpunktes selbst, so stellt diese Umgebung ein 
zweifach zusammenhängendes Flächenstück dar, für welches 
um jeden seiner inneren Punkte eine umkehrbar eindeutig auf eine 
schlichte ebene Kreisfläche abbildbare Umgebung abgegrenzt wer- 
den kann; auch für die Punkte einer von zweien der gegebenen 
regulären analytischen Flächenstücke gebildeten Kante hat dies 
keine Schwierigkeit ?). Das genügt aber, um das von mir in der 
dritten Mitteilung dargelegte ,allgemeine Abbildungs- 
prinzip“ anwenden zu kônnen. Die erwähnte zweïfach zu- 
sammenhängende Umgebung des Eckpunktes kann demnach um- 
kehrbar eindeutig und konform auf die Fläche eines schlichten 
ebenen Kreisrings abgebildet werden, dessen einer Begrenzungskreis, 
wie nachträglich bewiesen werden kann, sich notwendig auf einen 
Punkt reduzieren mu. Dieser Punkt entspricht dann in stetiger 
Weise dem Eckpunkte. 

Eine ausführlichere Darlegung meiner Lôsung des Problems 
der Eckenabbildung und verwandter Probleme beabsichtige ich an 
anderer Stelle folgen zu lassen ?). 

1) Vgl. Schwarz L. c. 

2) Von der hier bezeichneten Lüsung des Problems der Eckenabbildung habe 
ich bereits im Mai 1907 in der Mathematischen Gesellschaft zu Güt- 
tingen Mitteilung gemacht im Zusammenhange mit der Mitteilung des von mir 
um dieselbe Zeit gefundenen ersten Beweises für die Abbildung eines beliebigen, 


unendlich-vielblättrigen einfach zusammenhängenden Bereichs auf die Fläche eines 
schlichten Kreises bezw. auf die ganze schlichte Ebene. 
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